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PREFACE 


Celui  (jiii  veul.  de  nos  jouis,  écrire  une  i'  Tliéoriedes  Nombres  » 
se  liourtc  dès  le  début,  à  une  difficulté  :  celle  de  délimiter  son 
sujet.  La  Théorie  des  Nombres,  ou  Arithmétique  est.  primitive- 
ment, la  théorie  des  nombres  entiers.  Mais  comme  il  est  jnouvé 
maintenant  que  le  nondjre  entier  sullil  'i  éilillei'  toutes  les  mathé- 
matiques, notre  auteur  se  voit  amené  à  écrire  un  traité  complet  de 
mathématiques,  ce  qui  est  évidemment  une  entreprise  chimérique. 

Il  doit  donc  se  restreindre  et  pour  cela  chercher  de  la  Théorie 
des  Nombres  une  autre  délinilion.  .l'ai  proposé  la  sui\ante(')  : 
La  Théorie  des  Nombres  s'occupe  de  tous  les  nombres;  entiers, 
rationnels,  algébriques  ou  transcendants,  mais  en  tant  seulement 
qu'ils  sont  entiers,  rationnels,  aliiébriques  ou  transcendants.  Elle 
étudie  les  propriétés  particulières  à  cliacune  de  ces  espèces  de 
nombres,  mais  les  propriétés  (pii  leur  sont  communes  ne  sont  pas 
de  son  ressort.  Cette  délinilion  est  évidemment  préférable  à  la 
précédente,  au  point  de  vue  oi'i  nous  sommes  en  ce  moment. 

Elle  est  cependant,  encoie  un  peu  vague,  .le  proposerai  mainte- 
nant la  suivante  :  La  Théorie  des  Nondjres  est  la  science  des  calculs 
dans  lesquels  la  division  n'est  possible  que  dans  des  cas  particuliers  ; 
par  opposition  à  l'Algèbre  qui  est  au  contraire  la  sjience  des 
calculs  dans  lesquels  la  division  n'est  impossible  que  dans  des  cas 
particuliers. 

Cette  nouvelle  définition,  outre  qu'elle  répond  mieux  à  l'objet 
que  nous  avons  en  vue,  de  délimiter  notre  sujet,  nous  fait  aussi 
mieux  comprendre  la   mélliode  qu'emploie  r.\rithmétique  et  les 

(')  Eléments  de  lu  Théorie  des  Xombres,  p.  vi.  Paris,  Gautliier-Vlllars,   igoo. 
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dinicullés  i|ii'ell(;  leiKonlro.  l,a  imUlioile  consiste  tout  siinplonient 
à  imiter  l'Alf^èhrc  ;  seuloiueul,  il  est  bien  évident  que  l'inipossibi- 
lil(''  (le  l'une  des  opérations  fondamentales  compli(jue  la  lâche  de 
r  \rilhniétiqne  et  l'on  s'explique  ainsi  pourquoi  elle  est  en  retard 
sur  l'Algiîbre. 

Je  m'attache  à  mettre  cette  méthode  d'iinitalion  en  évidence. 

Pour  cela,  je  fais  précéder  chaque  théorie  d'  Vritiimétique  de 
celle  d'Algèbre  sur  la(pielle  elle  est  calquée.  J'obtiens  en  plus,  en 
procédant  de  celte  laçoii  l'avantage  i[uc  le  livre  est  coiu[ilel  en  lui- 
même  et  lient  l'Ire  hi  indépendamment  de  lnut  autre.  (Ie[)endant, 
comme  cette  [)i-.ili(pii'.  apiilitiuéeilans  toute  sa  ligueur,  m'aurait  en- 
traîné un  peu  loin,  je  ne  liaite  pas  du  tout  les  théories  tl'.Mgcbre  cpii 
sont  classiques  (pour  préciser,  cellesipii  loni  partie  des  priigranimes 
des  examens  français),  je  me  contente  de  les  ra[)peler;  et  t[uanl 
aux  autres  je  les  traite  le  plus  hiièvenienl  possible,  (les  parties, 
étrangères  à  l'Arithmétique,  sont  imprimées  en  petits  caractères.  Il 
en  est  de  même  de  toutes  les  choses,  mêmes  arithméti(|ues,  qui 
sont  d'inqiiirtanre  niniiulre  :  les  exemples,  les  faits  particu- 
liers, etc.  Elles  pourront  être  passées  à  une  [)rcmière  lecture. 

C'est  aussi  le  souci  de  meltie  en  évidence  celte  imitation  de 
r.'Vlgèbre  par  l'Arithmétiipie  (jui  m'a  fait  consacrer  ce  premier 
\olume  à  l'étude  des  équations  et  des  formes  linéaires.  C'est  là  une 
théorie  achevée  dans  ses  parties  essentielles;  par  l'Algèbre,  il  v  a 
environ  un  siècle,  ])ar  r.Viithméti(|ue.  il  \  a  enviion  trente  ans. 
C'est  dans  les  deux  sciences,  la  base  sur  laquelle  repose  tout 
le  reste. 

De  même  qu'il  faut  se  limiter  dans  les  dé\elo;>[iernenls  c/i  avant 
de  la  Théorie  des  Nombres,  il  laut  aussi  se  limiter  ilans  les  déve- 
lop[)emcnts  en  arrih'c  ;  il  faut  savoir  où  conuncncer. 

Celte  question,  elle  aussi,  se  trouve  résolue  immédiatement  au 
moyen  de  la  délinition  de  la  Théorie  des  Nond)res  proposée  plus 
liant.  La  ïhéorie  des  ^ombrescommenceà  ladivisiondes  nombres 
entiers.  On  me  pardonnera  d'avoir  pris  un  peu  plus  haut,  à  la  dé- 
linition  même  du  nombre  entier.  Cela  ne  change  guère  les  di- 
mensions de  l'ouvrage  et  me  permet  d'ex[)0ser  des  théories  inté- 
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ressanles,  qui  ne  soiil  |ias  classiques,  an  sens  (]ue  j'ai  altribué  plus 
haut  àce  mot.  J'y  considère  seulemontle  iionibre  entier  oitlinal, 
et  je  le  traite  à  la  i'açoii  d'Helmliolt/..  N'ayant  pas  l'intention 
de  l'aire  autre  chose  qu'un  livre  de  nialliématiqnes,  je  ne  remonte 
pas  plus  haut.  Je  cherche  à  me  passer  de  la  considération  de  l'infini 
(j'emploie  le    mot,    mais  je  le  délinis).  Je  ne  sais  si  j'y  arrive. 

Un  mot  sur  l'ordre  que  je  me  propose  de  suivre  dans  cet  ou- 
vrage. Ce  n'est  pas  l'ordre  historique,  rangeant  les  laits  comme 
ils  ont  été  découverts.  Certainement  cela  serait  d'un  intérêt  puis- 
sant; un  livre  de  mathématiques  ainsi  coni;\i  ferait  rejiasser 
l'esprit  du  lecteur  dans  les  mêmes  voies  qu'a  suivies  l'esprit  hu- 
main, et  ce  serait  la  meilleure  histoire  des  mathématiques.  Mais 
comme  livre  d'exposition  il  serait  d'un  embarras  et  d'une  longueur 
extrême,  car  la  démonstration  compliquée  y  précéderait  en  gé- 
néral la  démonstration  simple,  et  le  cas  [)arfirulier  la  théorie 
générale. 

L'ordre  que  je  veux  suivre  n'est  pas  non  plu--  simplement  celui 
qui  range  les  faits  de  manière  à  ce  qu'ils  se  déduisent  les  uns  des 
autres  le  plus  facilement  et  le  plus  vite  possible.  Cette  façon 
d'exposer  n'est  claire  qu'en  apparence.  Elle  laisse  souvent  dans 
l'ombre  la  vraie  raison  des  choses  et  leurs  rapports. 

L'ordre  que  je  veux  suivre  est  une  espèce  de  compromis  entre 
les  deux  précédents,  donnant  suivant  les  cas  la  préférence  à  luu  ou 
à  l'autre,  ou  même  les  mêlant  dans  certaines  questions.  Par 
exemple,  j'aurais  certainement  abrégé  en  développant  dans  ce  vo- 
lume, en  premier  lieu  la  théorie  des  taljleaux,  ensuite  celle  des 
formes  et  des  substitutions,  et  enhn  celle   des  équations  linéaires. 

Mais,  considérant  que  la  notion  de  forme  est  historiquement 
postérieure  à  celle  d'équation,  et  qu'en  lait  elle  est  phis  com- 
pliquée; considérant  aussi  que  ce  sont  les  équations,  les  formes  et 
les  substitutions  qui  ont  suggéré  aux  mathématiciens  le  calcul  des 
tableaux,  et  qu'en  commençant  par  ce  dernier  j'aurais  provoqué, 
chez  un  lecteur  non  prévenu,  une  stupéfaction  légitime;  pour 
toutes  ces  raisons,  j'ai  adopté  l'ordre  historique  :  équations, 
formes  et  substitutions,  tableaux. 


XII  rilElACE 

Comme  renseigncnienls  hiljliograjihiqiies  je  n'ai  clierclié  à 
donner  que  ceux  qui  se  rapportent  aux  lliéorics  arithmétiques, 
.l'ai  donné  autant  (]ue  je  lai  [)u  le  nom  de  linventeur,  ou  de  ceux 
auxquels  est  dû  un  [)rogrès  notable.  Bien  que  u'avanl  pas  eu  à 
citer  dans  ce  \olume  le  nom  de  Slieltjes  je  dois  déclarer  ici  que  la 
jecture  de  sou  essai  sur  In  Tiiéorie  des  Nouibres,  paru  dans  les 
Annales  tle  la  faculté  des  Sciences  de  Toulouse  en  i8;)5  m'a  aidé 
dans  la  rédaction  de  ce  volume. 

Il  me  reste  à  remercier  sincèrement  M"  llermaun.  qui  ont  bien 
voulu  entre|)rendre  la  publication  de  ce  livre  et  qui  y  ont  apporté 
toute  leur  bonne  volonté  et  tous  leurs  soins  et  .M"*  S.  Veil  qui  a 
bien  voulu  se  cliar-rer  de  la  tâche  inirrate  de  la  correction  des 
épreuves. 


\B1U:VI.\T10NS 

Les  abréviations  employées  dans  cet  ouvrage,  principalement 
dans  les  indications  bibliographicpies,  se  comprennent  dVIles- 
mêmes.  Voici  cependant  l'explication  de  deux  d'entre  elles  qui 
reviennent  souvent  : 

./.  ;•.  ((.  .1/.  signifie  Journal  fur  die  n-ine  und  amjewandle 
Mntheinahl;  (Journal  de  Crelle)  et./,  m.  p.  n.  signifie  Journal  de 
Mathcniuliijues  pures  el  applit^uécs  (Journal  de  Liouville). 
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THÉORIE  DES  NOMBRES 

(TOME   PREMIER) 

LE   PREMIKR    I)K(;KÉ 


CHAPITRE  PREMIER 


LES    NOMBRES    ENTIERS.    ADDITION  (') 


1.  —  Nous  admettons  qu'on  connaît  le  sens  des  expressions  : 
«  Suite  d'objets  »,  «  Premier  objet  d'une  suite  m,  «  Objet  qui  sh// 
un  autre  ».  Si  un  objet  a  suit  un  objet  b,  on  dit  que  l'objet  b 
précède  l'objet  a. 

Etant  donné  un  objet  a  d'une  suite,  si  on  considère  celui  qui  le 
suit,  puis  celui  qui  suit  ce  dernier  et  ainsi  de  suite,  tout  objet  b 

{')  Pour  ces  préliminaires  de  raritlimélique,  voir  entre  autres  : 

H.  Grassmasn.  —  Lehrbuch  der  ArithmeM,  Berlin,  1861.  Ausdehnimgslehre, 
Leipzig,  i8i4  ;  Berlin,  i86a  ;  Leipzig,  1878.  llVr/ci;,  I,  Leipzig,  iSgi-gG. 

E.  ScHRoDER.  —  Lefirbticli  der  Arilhinetiti  uitd  Algebra,   i,  Leipzig,  1878. 

H.  vos  Helmholtz  —  Philosophische  Aufsàt:ej  Ed.  Zeller  gewidmet, 
Leipzig,  1887,  p.  17  et  suivantes  =;  IViss.  Abliandt.,  3.  Leipzig,  i8g5,  p.  356 
et  suivantes. 

L.  Krosecker.  —  J.  f.  r.  u.  a.  M.,  101  (1887;,  p.  33g=  Werke,  3',  Leipzig, 
i8gg,  p.  254. 

Peaso.  —  Arilmelica  principia  (1889). 

E.-G.  Husserl.  —  Philosophie  der  Arithmetih,  i,  Halle,  iSgi. 

L.  CouTLRAT.  —  De  Vinfini  mathémalique,  II'  partie,  livre  L  cli.  i  et  ii. 
Paris,  Alcan,  1896. 

D.  HiLBERT.  —  Jaliresbericlit  der  deutsch.  Mutheiii.  Vereiniguiig,  8',  iSgg, 
p.  180  et  suiv. 

S.  Sasterrb.  —  Psychologie  du  nombre.  Paris,  Doin,   1307. 

Cabg».  —  Théorie  des  nombres,  t.  [.  1 
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que  l'on  atteint  ainsi  est  dit  plus  loin  dans  la  suilc  que  l'objet  a  (et 
a  est  dit  moins  loin  que  b).  On  dit  encore  que  h  est  apris  a  et  que 
a  est  avanl  h.  Si  d  est  moins  loin  que  h  et  b  moins  loin  (jiie  c,  a  est 
moins  loin  que  c.  Gela  résulte  de  la  définition  précédente. 

2.  Définition  des  entiers.  —  Considérons  la  suite  des  siirnes 


o' 


(i)  I.       a.       3.       4.       5. 

Le  premier  s'appelle  un,  le  suivant  s'appelle  deux,  le  sui\ant  s'ap- 
pelle trois,  le  suivant  s'appelle  quatre,   le  suivant  s'ap|)ellc  cinq. 

Chacun  des  éléments  de  cette  suite  est  dit  un  nombre  entier 
ou  simplement  un  entier. 

Un  entier  est  dit  plus  qrand  qu'un  autre  (ou  supérieur  à  cet 
■autre)  lorsqu'il  est  après  lui  dans  la  suite. 

Ijn  entier  est  dil  /)/((.";  petit  qu'un  autre  (ou  inférieur  à  cet  autre) 
lorsqu'il  est  avaul  lui  dans  la  suite. 

On  voit  que  si  un  entier  est  jilus  grand  qu'un  autre,  cet  autre 
est  plus  pelit  cjue  lui.  Par  exemple  2  est  plus  petit  que  4,  et  'i  est 
plus  grand  que  2. 

Cette  relation  s'indique  par  la  notation 

2  <  4  ou  .'l  >  2. 

Théorème.  —  iS/  a  <Z  b  et  b  <l  c,  Il  en  résulte  a  <;  c. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  dit  au  n"  1. 

3.  Remplacement  de  la  suite  [1)  par  une  suite  quelconque. 
Compte  d'une  suite  d  objets.  — Etant  donnée  une  suite  d'objets, 
le  pieniier  s'ajjpellera  l'objet  i,  le  suivant  l'objet  2  (ou  le  deuxième 
objet),  le  suivant  l'objet  3  (ou  le  troisième  objet),  etc.  En  particu- 
lier au  lieu  de  la  suite  (i)  écrite  à  la  page  9.  du  présent  volume, 
et  considérée  à  un  certain  moment,  on  pourra  prendre  une  suite 
semblable  écrite  antre  part  et  considérée  à  un  autre  moment.  Les 
signes  successifs  de  cette  suite  seront  le  signe  i,  le  signe  2,  etc., 
et  même  par  convention,  on  pourra  dire  que  ce  sont  les  mêmes 
entiers  i,  2,...  que  ceux  de  la  suite  (  1). 

Etant  donnée  une  suite  d'objets  dont  le  premier  s'appelle  l'ob- 
jet   1,    le  suivant  l'objet  2,  etc.,   supposons  que  le  dernier   soit 
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l'objpt  a.  On  dira  qu'il  y  a  a  objets  dans  la  suite.  C'est  ce  qu'on 
appelle  compter  ces  objets. 

4.   Prolongation  de  la  suite  des  nombres.   — •  Cherchons 
ainsi  à  coinptei'  les  traits  de  la  suite 


Il  est  visible  qu'il  v  a  un  trait  i,  un  Irait  2,  un  trait  3,  un  trait  4, 
un  trait  5,  mais  qu'il  reste  des  traits  qui  n'ont  pas  do  nom. 
puisque  la  suite  (l'ine  va  pas  plus  loin  que  5.  Mais  rien  n'empêche, 
au  lieu  de  considérer  la  suite  (i)  de  considérer  celle-ci  : 

I.       3,       3,       !\.       5,       T).       •-,       S,       9,       10,       1  r 

et  de  donner  des  noms  nou\eaux  :  six,  sept,  hiiil,  lu-iif,  dix,  onze 
aux  éléments  nouveaux  G,  7,  8.  9,  10,  11. 

D'une  façon  générale,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  l'objection 
consistant  en  ce  que  la  suite  des  nombres  ne  va  pas  assez  loin  se 
lèvera  de  la  même  façon  :  en  prolongeant  cette  suite  ('). 

5.  Somme  d'un  entier  "  et  d'un  entier  6.  —  Nous  ijéfinis- 
sons  d'abord  la  somme  d'an,  entier  a  et  de  l'entier  i.  C  est  le 
nombre  qui  suit  a.  Ainsi  la  somme  de  5  et  de  i  est  t).  Définissons 
maintenant  la  somme  d'un  entier  a  et  d'un  entier  b.  l'entier  h 
n'étant  pas  i.  C'est  le  nombre  qui  suit  la  somme  de  <i  et  de  l'entier 
qui  précède  b.  Ainsi  la  somm^e  de  -  et  de  3  est  le  nombre  qui  suit 
la  somme  de  7  et  de  2. 

Maintenant  la  somme  de  a  et  di'  l'entier  qui  précède  b  se  définit 
de  la  même  façon,  de  sorte  que  de  proche  en  proche,  pour  savoir 
ce  qu'est  la  somme  de  a  et  de  b,  il  suffit  de  savoir  ce  qu'est  la 
somme  de  a  et  de  i,  ce  que  l'on  sait. 

11  faut  remarquer  que  jusqu'à  nouvel  ordre,  il  faut  distinguer 
entre  la  somme  de  a  et  de  b,  et  celle  de  b  et  de  a. 


I ')  Le  nombre  entier  que  nous  \enons  de  définir,  est  appelé  i|uelqnefi)is 
ordinnl  par  opposition  à  une  autre  espèce  tlu  nombre  entier  qui  s'appellerait 
ranlinal.  Sans  entrer  dans  une  discussion  à  ce  sujet,  il  nous  suffira  de  dire  que 
la  notion  de  nombre  cardinal  ne  nous  servira  pas,  ÏNous  n'en  parlerons  donc 
pas.  Voir  la  note  du  n"  27. 
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6.  Notations  et  définitions.  — La  somme  d'un  entier  a  et  d'un 

entier  /'  se  note  a  -r-  /'•  Les  entiers  n  et  (>  s'ajipellent  les  termes  de 
la  somme. 

Pour  dire  que  la  somme  d'un  entier  a  et  d'un  entier  h  est  un 
entier  c  on  dit  aussi  qu'elle  est  éf/ale  h  c;  et  l'on  note 

(a)  a  -i-  b  ^=  c. 

7.  —  Dune  façon  générale,  faire  un  calcul  ou  des  opérations 
sur  des  entiers,  c'est  en  déduire,  suivant  certaines  règles,  un  ou 
plusieurs  autres  entiers  qui  sont  dits  rt'sttlln!  de  ce  calcul  ou  de 
ces  opérations.  Par  exemple  la  somme  de  l'entier  a  et  de  l'entier  h 
est  le  résultat  d'un  calcul  qui  s'appelle  addition  de  a  et  de  l>.  Si  en 
faisant  deu\  calculs,  on  trouve  le  même  résultat  on  dit  que  ces 
résultats  sont  égaux.  Cette  notion  n'a  d'intérêt  que  si  les  deux 
calculs  ne  sont  pas  les  mêmes. 

Par  exemple  la  relation  (a)  est  une  égalité,  elle  exprime  qu'en 
additionnant  les  entiers  a.  h,  on  trouve  le  même  résultat  qu'en  se 
donnant  le  nombre  c. 

Désignons  le  résultat  d'un  calcul  effectué  sur  des  nombres  a,  b, 
c,...  par  la  notation  V {a,  b,  c,...);  celui  d'un  calcul  effectué  sur 
des  nombres  k,  l,  m,...  par  G  (/>•,  /,  m,...).  Pour  écrire  que  ces 
deux  résultats  sont  les  mêmes,  on  écrit  : 

F{a.h.c,...)  =  G(k.  I.  m,...) 

F  {a,  b,  c, et  G  A-,  /,  m,...)  s'appellent  les  membres  de  l'égalité. 

Deux  entiers  égaux  à  un  troisième  sont  égaux  entre  eux. 

8.  —  Lorsque  deux  entiers  a,  b,  sont  différents  on  dit  aussi 
qu'ils  sont  inégaux  et  on  le  note  de  la  façon  suivante  : 


La  notation 

«  >  6 

signifie  a  supérieur  ou  égal  à  b. 

La  notation 

a  <$  6 

signifie  n  inférieur  ou  égal  à  b. 
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9.  Emploi  de  la  parenthèse.  —  Loisquo  deux  entiers  //,  ii 
reliés  par  le  signe  -h  sont  mis  entre  parenthèses,  cela  vont  dire 
qu'il  faut  supposer  cette  parenthèse  et  ce  qu'elle  contient  nni- 
placce  par  la  somme  calculée  de  a  et  de  b.  Ainsi 

{a  -^  b]  -Jr  c 

désigne  l'entier  ohtenu  en  ajoutant  n  et  b,  puis  en  ajoutant  r  au 
résultat.  De  même 

a  +  (6  4-<')  ■'      • 

désigne  l'entier  obtenu  en  ajoutant  à  a  la  soninie  de  b  et  de  c. 

D'une  façon  générale,  lorsqu'une  parenthèse  renferme  des  en- 
tiers reliés  par  des  signes  d'opérations  quelconques,  cela  veut  dire 
qu'il  faut  supposer  l'ensemble  de  cette  parenthèse  et  de  .son  con- 
tenu remplacés  par  le  résultat  des  opérations. 

On  peut  être  amené  à  mettre  une  parenthèse  dans  ime  autre 
parenthèse.  Dans  ce  cas,  on  les  dillcrentie  par  leur  forme  ou  par 
leur  grandeur. 

Exemple  : 

{{a  ^h  b)  -T-  <■]  -h  .7    . 

désigne  l'entier  obtenu  en  ajoutant  b  à  a,  puis  (■  au  résultat,  puis 
(/  au  nouveau  résultat. 

10.  —  Soit  ((  un  entier  différent  de  i ,  nous  désignerons  [)ar 
a  —  I  l'entier  f[ui  précède  a. 

Ainsi  la  déllnition  de  la  somme  d'un  entier  u  et  d'un  entier  /* 
différent  de  i  (n"  5  ;  s'exprime  par  l'égalité 

a  -+-  //  =  [a  -4-  (6  —  l)]  -)-  I . 

11.  — Théorème, 

a  -h  b  :=  b  -+-  a  ('). 

Ce  théorème  est  évident  lorsque  u  =r  b.  Je  vais  donc  supposer 
a^b.  L'un  des  deux  entiers  est  plus  grand  quo  l'autre.  Soi!, 
pour  fivor  les  idées,  b  >  a. 

(')  Dans  les  énoncés  de  ce  genre,  il  faut  soiis-enlondrc  au  délmt  :  .i,  h, 
étant  des  entiers  rjupicoiiqiies. 
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l'our  démontrer  le  ihéorènic,  il  sulîil  ilc  ik'inoutrcr  que  s'il 
esl  xrai  pour  des  entiers  a  et  b,  il  est  vrai  pour  les  entiers  a  et 
b  +  i.  Car  alors,  étant  vrai  lorsque  le  second  entier  est  a,  il  est 
vrai  lorsque  le  second  entier  est  a  -H  i  ;  étant  vrai  lorsque  le  se- 
cond entier  est  a  +  i,  il  est  vrai  lorsque  le  second  entier  est 
a  -h  2,  etc. 

Par  hypothèse 

a  -j-  b  =  b  -i-  a. 
Il  eu  résulte 

(a  -(-  b)  -h  I  =  (6  -i-  a)  -1-  I 
ou 

n  -h  (t  -f-  i)  r=  (6  -(-  a)    f-  I. 

Or  ni  lus  voulons  démontrer  que 

a  -4-  (i  -t-  I  )  r=  (6  -h  1  )  4-  a. 

Nous  devons  donc  démontrer  que 

(/<  -t-  a)  -H  I  =  (6  -4-  i)  -t-  a. 

Or  ceci  est  évident  lorsque  a  =  i.  Donc  pour  le  démontrer 
d'une  faeon  générale  il  suilil  de  démontrer  que  si  c'est  vrai  pour 
un  entier  a,  c'est  vrai  pour  l'entier  a  -t-  i. 

Par  hypothèse 

(A  H-  a)  -H  I  =  (6  -+-  i)  -+-  a. 
On  en  déduit 

[(6  -+-  a)  -4-  ij  -+-    I  .=:    {b  -+-   l,,  H-  ri    -+-  l 

ou 

;6  -h  (a  +  i)1  4-  I  =  (t  -+-  i)  -H  (a  -f-  i), 

ce  (|u'il  fallait  démontrer. 

Consi'ijuencc.  —  A  [lartir  de  maintenant  on  pourra  parler  de  la 
somme  (If  deux  entiers,  sans  spécilier  dans  quel  ordre  ils  sont 
ajoutés. 

12.  Somme  d'un  entier  «,  d'un  entier  '>.  d''un  entier  <-,  d'un 
entier  (',  etc.  —  C'est  le  résultat  olUenu  en  ajoutante  avec  b, 
le  résultat  ohtenu  avec  c,  le  résultat  ohtenu  avec  il,  etc. 
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Ainsi  la  somme  de  a,  de  h,  de  c  est 

(a  +  6)  -f-  c. 

Celle  de  «,  de  /',  de  c,  do  '/  est 

[(a  -I-  t)  -H  r'  -h-  d 
etc. 

Pour  simplifier  la  notation,  la  somme  de  a,  de  />,  de  f  sera 
désignée  par 

a  -h  b  -h  c, 

celle  de  a,  de  6,  de  c,  de  r/,  par 

etc. 

13.  Théorème. 

n  -t-  6  -^  c  =  a  -H  (6  +  c). 

Le  théorème  est  vrai  pour  c=  i,  dans  ce  cas  il  est  identique  à  la 
définition  de  la  somme  de  «  et  de  6  +  i. 

Il  suflit  donc  de  démontrer  que  s'il  est  vrai  pour  un  entier  c,  il 
est  vrai  pour  l'entier  c  +  i. 

Par  hypothèse 

a  -t-  (<  -J-  c  =  a  -h  (6  -h  (■). 
Il  en  résulte 

a  ~h  b  -f-  c  -h  1  =^  rt  -h  {h  +  r)  -+-  I . 

Or  le  premier  membre  est  identique  à 

a  4-  6  -t-  (<■  H-  i) 
et  le  second  à 

a  -h  {b  ~i-  r  -h  l) 
c'est-à-dire  à 

a  -i-[b  -h  ('•  -I-  i)]. 

Donc 

a  -h  b  ~h  (r  -h  l)  =  a  -h  [b  ^  {r  -h  l)]. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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14.     IlIl'oKKME. 

En  effet  d'après  le  llit'orènic  précédent 

a  -h  II  -h  I-  ==  a  -h  (h  +-  '•) 


et 


Or 


a  +  c  -\-  b  z=  a  -h  {c  -ï-  h). 
fc  -)-  c  =  c  -f-  fc. 


Donc,  etc. 


mcnirs: 


15.  Définition,    —   On   dit    que   deux    suites   renfenncnl   les 
nlijc/s,  lorsqu'on   peut  faire  correspondre  à  tout  objet  de 

l'une  un  (dtjet  de  l'autre  i/ui  lui  soit  iilcnlique  (')   et  réciproque- 
ment. 

TiiÉouÈME.  —  Si  deux  suites  S  et  S'  renferment  chacune  les 
mêmes  objets  qu'une  suite  T,  les  deux  suites  S,  S'  renferment  les 
mêmes  objets.  Se  démontre  facilcniput. 

16.  Définition.  —  Ilpni[)l;i(cr  une  suite  d'objels  par  une  autre 
non  identique,  mais  coiilonant  les  mêmes  ohjels  s'appelle  inter- 
i^ertir  l'ordre  de  ces  objets.  La  place  d'nn  objet  dans  une  suite, 
c'est  l'entier  auf|uel  il  correspond,  quand  un  opère  comme  il  a  été 
expliqué  au  n°  3. 

Echani/er  deux  objets  a,  b,  dans  une  suite  c'est  la  remplacer 
par  une  autre,  formée  des  mêmes  oijjets  aux  mêmes  places,  sauf 
que  a  est  à  la  place  de  /',  et  b  à  la  place  de  a. 

17.  TnKouKME.  —  Si  Pan  considère  deux  suites  S,  T  composées 
des  mêmes  objets,  on  peut  toujours  former  une  suite  de  suites  telle 
que  la  première  soit  S,  la  dernière  T,  et  telle  que  deux  consécutives 
ne  diffèrent  que  par  I'i'cIkuk/c  de  deu.e  ol)jets  con.sécntifs. 


(')  (iflte  dédnilion  siippo.sn  qu'on  sali  ce  que  c'est  que  deux  olijels  iden- 
tiques. Cela  aura  fait  l'objet  d'une  délinition  préalaljlc. 

11  faut  aussi  remarquer  qu'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas,  dans  une  même  s\iite, 
d'ol)jcts  identiques.  S'il  v  en  a\ait,  on  commencerait  par  les  distinguer. 
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Soient  les  deux  suites 

S)  a,  h,  r,  il.  e,  f.  ;/.  /(. 

T)  e,  c,  a,  h,  h.  il,  f.  ij, 

On  constate  facilement  qu'elles  sont  composées  des  mêmes  objets. 
Considérons  celui  qui  est  le  premier  dans  la  suite  T,  à  savoir  c. 
U  se  retrouve  dans  la  suite  S  à  la  cinquième  place.  Echangeons-le 
avec  le  précédent  de  façon  à  l'amènera  la  quatrième  place;  ce  qui 
nous  donne  une  nouvelle  suite;  opérant  sur  celle-ci  de  la  même 
façon,  nous  amenons  l'objet  e  à  la  troisième  place,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  à  la  première  place.  Nous  avons  alors  la  suite 

S')  e,  a,  h,  c,  d,  f,  ij,  h. 

Considérons  alors  l'objet  qui  est  le  second  dans  la  suite  T,  à 
savoir  c.  Il  se  retrouve  dans  la  suite  S'  à  la  quatrième  place;  en 
l'échangeant  avec  le  précédent,  puis  avec  le  précédent,  nous  l'ame- 
nons à  la  deuxième  place  et  nous  ojjtenons  la  suite 

S")  e,  c,  a,  h,  (/,  /',  (/,  II. 

Maintenant  l'objet  qui  occupe  la  troisième  place  dans  la  suile  T, 
c'est-à-dire  a,  se  trouve  dans  S  aussi  à  la  troisième  place.  N'v 
touchons  donc  pas,  mais  considérons  l'objet  de  la  suite  T  qui 
occupe  la  place  suivante,  c'est-à-dire  h  :  il  se  trouve  dans  S'  à  la 
huitième  place;  par  des  échanges  successifs  on  l'amène  à  la  place 
qu'il  a  dans  T,  etc. 

En  résumé  les  suites  successives  sont  : 
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18.  Théorème.  —  On  peut  chanijcr  rnrrirc  des  lermr.'s  d'une 
somme  siuis  cliiiiK/er  celle  sanime. 

Ce  llu'orèiiie  est  une  i;i'n('i'alisatii)n  do  ceux  dos  n"'  11  et  14. 
Poiirlo  di'nioiilrcr.  di'iiioiilioiis  d'.ihmd  le  cas  parliciilior  siiivaiil  : 

On  peut  ccluvKjer  deux  termes  cnnsêcnlifs  d'une  somme,  sans 
chan(jer  la  valeur  de  celle  somme. 

Je  dis  par  exemple  que 

a-j-b-T-c,  -i-d~^e-hf-^g  =  a+b-i-i--+-e'i-(l-^l~{-g. 

En  efTet,  la  pieniière  de  ce.s  sommes  est  éfrale  à 

a  -h  II  -h  c  -r-  d  -}-  e]  +■  f  -h  [1 
et  la  seconde  à 

[a  -h  b  -\-  c  -h  e  -i-  d]  -^  f  -h  il 

Pour  démontrer  lotir  égalité  il  siiflit  de  déiiionlror  celle  des  deux 
suivantes  : 

a  -H  /<  H-  (■  -T-  f/  -I-  e       cl       a  -h  b  -h  c  -h  e.  -i-  d. 

()i-  la  [)iemièie  est  égale  à 

et  la  seconde  à 

(d  -i-  b  ~t-  r)  -i-  e  -h  d. 

Elles  sont  tlonc  égales  d'après  le  tliéorènie  dn  n"  14. 

Démontrons  maintenant  le  théorème  général,  par  exemple  que 

a  -h  b    !(•-)■(/  +  e  ■  h/  -(-(/-!-  /i  =-(■  -I-  e  -f-  n  -H  /i  +  ^)  +  c/  -f-  /  -t-  7. 

On  a  \u  an  n"  17  qu'on  |ieul  passer  de  la  première  somme  à  la 
seconde  par  une  suite  d'échanges  de  deux  lenues  con.sécutifs.  Or 
ou  vient  de  démontrer  qu'aucun  tic  ces  l'cliangos  ne  change  la 
valeur  de  la  somme. 

19.  'rni'.cii(i;\ii..  —  Onns  une  somme  on  peut  rempineer  plusieurs 
lermes  par  leur  somme. 
l'ar  CNenqile  : 
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En  ell'el  la  première  somme  est  éj4:ale  d'après  le  théorème  précé- 
dent à 

c  -i-  e  -h  h  -+-  a  -h  b  '\-  y  -h  il 

et  la  spcondc  à 

{<■  -h  e  -h  h)  -^-  'i  +  b  -h  f  -h  g  -h  d. 

Or  ces  dcii\  sommes  sont  les  mêmes  par  définition. 

20.  Définitions  et  notations.  —  Soit  F,  (/,  h)  le  lésultat  d'une 
opération  eiî'ectuée  surdeiix  entiers»;,  h,  et  que  nous  appellerons 
l'opération  ¥,.  Posons  [)our  abréger 

F,  [F,  i>(,  b),  <•]  =  F,(a,  b.  c). 

Posons  de  même 

F,  [F2(a,  6.  c).  (i;  =  F,{n,  b.  <■,  d) 

et  ainsi  de  suite  ('). 

Une  opération  sur  deux  entiers  Fi,  est  dite  ronumilalirc  lorsque 

F,(a,  /,)  =  F,(/,.  a) 

quels  que  soient  les  entiers  «,  h.  Le  tliéorème  du  n"  11  peut  sVnon- 
cer  en  disant  que  :  l'aflililinn  est  une  npcralion  comimilaltvc. 
Une  opération  sur  deux  entiers  F,  est  dite  (isxncialivc  lorsque 

F,[F,  1/-,  b\,r]  =  F,  a,  F,(''.  '■): 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  empiovant  la  notalion  indiquée  plus  li.iut  : 

V,(o,b.r)=V,[a.V^{b,c)^. 

Le  théorème  du  n"  13  j'eut  s'énoncer  en  disant  que  Vaihlilion 
est  une  opération  associative. 

21 .  —  Si  une  opération  sur  ilenx  entiers.  F, .  est  as-fociative,  pour 
effectuer  ropéndion  YnSur  des  entiers  a,  b,...fj,  h.  on  peut  rem- 
p/neer  /,■  cunsécntifs  de  ces  entiers,  par  le  résultat   de  l Opération 


'     Ces   entiers    i,  a,  .3,  ...    qui    dislinguetil    les   lettres    F,   s'appellent   des 
indices. 
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F;,._,  c'ffecluée  sur  eux,  l'indice  n  île  V„  èlani  remplacé  par  l'indice 
convenable  ('). 

i"  Si  les  entiers  en  question  sont  les  premiers  le  liiéorème  est 
vrai  ;  !  même  si  ropéralion  n'est  pas  associative)  car  il  ne  fait  qu'ex- 
primer la  dclinition  de  F„  ; 

2"  On  peut  ramener  le  cas  où  les  entiers  en  question  ne  seraient 
pas  les  derniers  au  cas  où  ils  le  seraient.  Car  soit  à  démontrer  que 

\'\(<i,  l>,  c,  </.  e,  g,  h)  =  Fj[a,  h,  l'\,  (c,  </,  e),  ij,  li  . 
Le  premier  membre  est  égal  à 

F,[V,{n,  b,  c,  d,  e\  ;i,  h] 
et  le  second  à 

F,  J  F,  «.  b,  V,{c.  d,  <-)  .  ;/,  /.  ;. 

Donc  il  suffit  de  démontrer  que 
,3)  V,{it,  b.  <,  d.  e)  =  V,  a,  b,  F,(c,  d,  e)]. 

3"  On  ]ieut  restreindre  la  démonstration  au  cas  où  les  entiers 
en  question  sont  précédés  d'un  seul  entier.  Car  en  posant 

F,  [a,  b)  =  a' 

le  premier  membre  de  l'égalité  (3)  est  égal  à 

V\[a',  c.  d.e] 
et  le  second  à 

F,  a',  F2  (c,  d,  e)]. 

Donc  il  suffit  de  démontrer  que 

V,{a'.c.d,e)  =  lù[a'.V,ic.d,e)]. 

/i°  Les  entiers  en  question  étant  ainsi  les  derniers  et  précédés  d'un 
seul  autre  entier,  le  tliéorcme  est  éviiienl  (|ii;\n(l  ces  entiers  sont  au 
nombre  de  deux,  car  il  ne  fait  alors  (|ire\prinier  la  définition  de 
l'associativité 

F,(.i,  />,  c]  =  F,  a.  F,  (6,  c)]. 

I 

*')  A  savoir  n  —  A-  +   i     voir  n*^  56  . 
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Supposons  donc  le  théorème  vrai  quand  ces  entiers  sont  au  nombre 
de  II  et  démontrons-le  quand  ils  sont  au  nombre  de  n  +  i.  Soit 
pour  fixer  les  idées  /i  =  4-  On  a 

F3  la,  b,  c,  d)  =  F,  [a.  Fiib.  c,  d)] 

pour  toutes  les  valeurs  de  a,  b.  c,  il.  Uemplaijons  il  par  I',  ('/,  e), 
il  vient 

F,  a,  b,  c,  F,((/,  e);  =  F,  j  a,  F,[b.  c,  F,  {d,  e)    \ 
c'est-à-dire 

F,  [F^{a,  b,  r),-F,  (</,  e)   =  F,  >,  F:,  b,  c.  d.  <■)] 
ou 

F3  [n.  b,  c,  F,  (d,  c}    =  F,  a,  F,  (6,  c,  d,  e)] 
ou  enfin 

Fj  (a,  b,  c,  d.  e)  ^  F,  a,  F,  (/;,  c,  d,  e)]. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

22.  ThéorIsme.  —  .S/  une  opcraliun  Fi(a,  h)  est  nssorialive  et 
commiitative,  on  pciil  ijwtnil  on  rjjrcluc  l'npcralion  F„  sur  ries 
entiers  a,  b,  C,  ...  (j,  li,  changer  l'ordre  de  ces  entiers  et  remplacer  k 
d'entre  é;ux  pur  le  résultat  de  l'opération  F;,-i  effectuée  sur  eux, 
sans  chanijcr  le  résultat  final. 

1°  F,{a.  b,c)=:F.,{a.  c,b). 

En  effet 

F, (a,  b.c]  =  F,a,  F,(6,  c)] 


et 


Or 


F.,  (a,  c,  b)  =  F,  [a,  F,  ie,  b)] 
F,  (b.  r)  ^  F,  {c,  b). 


Donc,  etc. 

2"  On  en  conclut  comme  on  l'a  fait  au  n°  18  pour  l'addition 
qu'on  peut  changer  l'ordre  des  entiers  a.  h,...  h,  sans  changer  le 
résultat  de  l'opération  F„|«,  b,...  h)  :  et  ensuite,  comme  au  n"  19 
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qu'on  peut  remplacer  k  (riMilie  eux  ]>ar  le  résiillat  de  l'upcratioii 
ellccluée  sur  eux. 

I\e\en;nit  à  i'adililiiiu  (in  a  encore  les  théorèmes  suivants  : 

23.  liiÉoiiÈME  '(-)-''>  a. 

En  elTel,  c'est  vrai  pour  /;  =  i ,  et  d'autre  part  si  c'est  vrai  pour 
une  valeur  de  6,  c'est  vrai  pour  la  suivante. 

Ii('iiiiinjtic.  —  Pour  cette  rais<in  ajouter  h  à  a.  s'appelle  aussi 
aïK/mcnlcr  a  de  l>. 

C.orolhùre  a  +  h  '^  b. 

(lar  a  -h  b  =  b  -\~  a. 

Corollaire.  I.a  somme  île  plusieurs  entiers  est  plus  granile  fiiic 
rua  (jueleorKjue  de  ses  termes. 

24.  rin'iiHKMF..  —  l.'èiialilê 

a    i-  b  =  a  -i-  b' 
<'nlrriine  b  =  //. 

CiC  llii'orèmc  résulte  immcdiatomenl  de  la  déduction  de  l'aildi- 
tion. 

Définition.  —  Lorsque  l'égalité  F  (a,  6)  =  F  (a,  b')  entraîne 
i,  =z  I,  .  on  dit  que  l'oiiération  !'"  est  iinipare  par  rapport  à  h.  Si 
l'égalité  V  {a,  l>)  =^  V  {a  ,  h  entraîne  a  =  a  ro[)éralion  est  dite 
unipare  par  rapport  à  a.  Si  l'opération  I'"  est  unipare  par  rapport 
à  a  et  par  rapport  à  b  on  dit  simplement  qu'elle  est  uniitore. 

Laddilion  est  une  opération  unipare. 

26.  TiiroufiMi:.  —  L'inéijaUlè 

a:>  b. 
entraine  l'iné(/alité 

a  -\-  c  ';>  b  +  c. 

C'est  évident  pour  c  ^^  i  ;  on  voit  d'ailleurs  l'acileinent  que  si 
c'est  vrai  pour  une  valeur  c,  c'est  vrai  pour  la  valeur  c  -+-  i. 


LES    JiOUBHES    ENTIERS.     ADDITION  ID 

26.  Ïhéorkme.  —  Si  dans  uiiesuite  il  yaaobjels,  'lans  une  autre 
h  objets,...  dans  une  dernière  h  objets,  si  l'on  met  ces  suites  bout  à 
bout,  on  forme  une  suite  oii  il  y  a  a  -r-  b  -r-  ...  -i-  h  objets. 

Dans  cet  énoncé  on  considère  un  seul  objet  comme  formant  une 
suite  de  un  objet. 

Le  théorème  est  évident  s'il  y  a  deux  suites  et  que  la  seconde 
a  un  seul  objet.  Ensuite  on  démontre  facilement  que  si  le  théorème 
est  vrai  pour  deux  suites  dont  la  seconde  contient  b  objets,  il  est 
vrai  aussi  pour  deux  suites  dont  la  seconde  en  contient  b  ^  i. 
Donc  il  est  vrai  pour  deux  suites  quelconques. 

Enfin  il  est  évident  que  s'il  est  vrai  pour  n  suites,  il  est  vrai 
pour  n  -h  1.  Donc  il  est  général. 

27.  Définition.  —  L  ne  correspondance  univoque  entre  les  élé- 
ments (")  de  deux  suites  est  une  correspondance  telle  qu'à  chaque 
élément  de  la  première  corresponde  un  élément  et  un  seul  de  la 
deuxième,  et  qu'à  chaque  élément  de  la  deuxième  corresponde  un 
élément  et  un  seul  de  la  première. 

ThéorLme.  —  Quand  deux  suites  T,  L ,  sont  en  correspondance 
univoque  avec  une  troisième  S,  elles  sont  en  correspondance  univoque 
entre  elles. 

En  effet,  prenons  un  élément  a  de  T,  il  lui  correspond  un  élé- 
ment a'  de  S,  et  à  celui-ci  un  élément  a  de  l  .  Etablissons  une  cor- 
respondance entre  a  et  à.  Nous  avons  ainsi  une  correspondance 
entre  les  éléments  de  T  et  ceux  de  L  ,  el  il  est  facile  de  voir  qu'elle 
est  imivoque. 

Théorème.  — Deux  .mites  qui  sont  en  correspondance  univoque 
contiennenl  le  même  nombre  d'éléments.  Soient  S  et  T  ces  deux 
suites,  et  supposons  que  S  contienne  onze  éléments;  cela  veut  dire 
qu'il  y  a  une  correspondance  univoque  entre  S  et  la  suite  l   : 

I.       2,       3.       !^,       5,       6,       -,       8.       g,        lo,        ii. 

Or  il  y  a  une  correspondance  univoque  entre  S  et  T.  Donc  il  y  a 
une  correspondance  univoque  entre  U  et  T.  Donc  T  a  onze  élé- 
ments. 


(')  Chacun  des  objets  dont  se  compose  une  suite,  est  Jil  un  vUment  de  celle 
suite. 
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TiiÉoHKME.  —  En  chaiif/eanl  Fonlre  des  àlrmeiils  d'une  suite,  on 
n'enehanije  pas  lenomhre.  Soit  une  suite  S,  cl  T  une  autre  obtenue 
en  clian^cant  l'ordre  des  cléments  de  S.  11  v  a  une  correspondance 
univoque  entre  S  et  T,  à  savoir  que  chaque  ('-léuient  de  S  corres- 
pond à  celui  qui  lui  est  identique  dans  T  (n"  15).  Donc  S  et  T  ont 
le  même  nombre  d'éléments  ('^. 

(')  Quant  à  la  question  de  savoir  si,  mettant  les  objets  de  S  dans  un  sac,  les 
lirouillant,  les  retirant  et  les  comptant  ii  nouveau,  on  retrouve  le  même 
nombre,  elle  ne  regarde  ))as  le  matliériiaticien. 

L'invariance  du  nombre  dans  ce  cas  n'est,  pour  lui.  (]ue  ce  que  M.  Poincaré 
appelle  une  définition  déguisée.  Car  si  l'on  ne  retrouvait  pas  le  môme  nombre 
d'objets,  on  dirait  que  ce  ne  sont  pas  les  mêmes  objets.  On  dirait  (|u'il  v  en 
avait  dans  le  sac  qu'on  n'aialt  pas  compté  d'abord,  ou  bien,  au  contraire,  qu'il 
en  a  disparu. 
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28.  Produit  de  deux  entiers.  —  Le  produit  d'un  ontier  -;  par 
1111  entier  6  est,  par  déOnition,  rgal  au  produit  de  a  par  b  —  i, 
augmenté  de  a.  Le  produit  de  a  par  b  —  i  se  définit  de  la  même 
façon,  de  sorte  que  de  proche  en  proche,  pour  savoir  ce  que  c'est 
que  le  produit  de  a  par  b,  il  suflit  de  savoir  ce  que  c'est  que  le 
produit  de  a  par  i.  Or  c'est  a  par  définition. 

L'opération  qui  a  pour  but  de  trouver  le  produit  de  deux  entiers 
s'appelle  mulllpticalion. 

Autre  définition  du  produit.  —  D'après  la  définition  pré- 
<;édente 

le  produit  de  a  par  i  est  a  ; 

le  produit  de  it  par  2  est  a  -i-  a; 

le  produit  de  a  par  3  est  a  -^  a  ^  a  ; 

etc. 
■d'oîi  cette  définition  :  Le  [irodaii  d'un  entier  a  par  un  entier  b  est 
la  somme  de  b  entiers  écjaux  à  a. 

Xotalions  et  dé/initions.  —  Le  produit  de  a  par  b  se  note  : 

a  X  b         ou  ab. 

Les  entiers  a  et  b  s'appellent  les  facteurs  du  produit. 
La  définition  du  produit  de  a  par  6,  pour  b  ';z^  i,  s'écrit 

nb  =  a(h  —  i  ;  -+-  a. 

THliOHÎiME. 

(i)  (a  H-  fc  -+-  ...  -)-  g)m  =  am  H-  bni  -f-  ...  -h  gin. 

■C'est  évident  quand  ni  =  i,   il  suQlt  donc  de  démontrer  que  si 
•c'est  vrai  pour  un  entier  hî,  c'est  vrai  pour  l'entier  m  -+-  i. 

C.voEs.  —  Théorie  Jes  nombres,  t.  I.  2         ' 
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!'ai-  hypothèse 

{a  -i-  b  -h  ...  -h  g)in  =^  am  ■+-  bin  -h  ...  -f-  ijni 
d'où 

(a -l-fc -(-... -t-j)nn-a-(-b  +  ...-H3  =  am  -i-bm-i-...-^-gm-\-a-\-l)-\-...-{-(f 

ou 

(a-i-b-^...-hg)m-i-(a-i-b'i-...-hg)  —  ('im-ha)'^{bm-hb)+...-i-(gm-i-g) 

ou  en  fia 

{a-hb-h  ...  -h'j)  m  -1-  i)  — a(nn-  i)  -h  b(m  +  i)  -4-  ...  +g{m-i-  l) 

C.  Q.  F.  D. 

29.  Définition.  —  Soieut  l'"(a,  i»)  et  G  a,b)  les  résultats  de 
deux  opérations  effectuées  sur  des  entiers  «,  b.  Si  l'on  a 

GT(n,  b),  m'  =  VG(a,  m).  G(h,  m) 

quels  que  soient  les  entiers  </,  /',  m.  l'opération  G  est  dite  <lislriba- 
tti'e  par  rapport  à  l'opération  F. 

Im  inaltiplicalion  c.it  dislributive  par  rapport  à  l'aildilion  puis- 
qu'on a 

(a)  (a  -f-  b)m  =  am  -+■  bin. 

Théorème.  —  Si  une  opération  Gi  e.fl  distribnlive  par  rapport 
à  une  opération  Fi,  on  a 

(3)     G,[F„(«,  6,c.  ,..,  A),  "1   =  F„[Gi(a,  m),  G, (6,  m) G,  A,  m) 

(les  entiers  a,  b,  ...,  /étant  au  nombre  de  ;t  -+-  i). 

C'est  vrai  lorsqu'il  y  a  deux  entiers  a  et  b,  car  c'est  la  définition 
de  la  distributivité.  -Supposons  donc  que  l'égalité  (3)  est  vraie  et 
démontrons  l'égalité  analogue  pour  les  /(  -t-  2  entiers  a,  b,  ...,  k,  l. 
On  a,  d'après  la  définition  de  la  distributivité 

t-,  I  1-".  _F>.-,(a,  '' As  '  •  "'(  =  F,  !G,[F„.,(a,6 A),  m].  G,(/,  m)i 

ou 

G,tF,.(a.6,...,A-,/),m]=.F,jF„:G,(a,m).G,(6,mX....G.(A-,m)].G,(/,m)t 
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OU  enfin 

Gi[F„(a,  h,  ...,  A-,/),  m    =  F„4-i'G,(«,  m),  G, (6,  m G,(/.  m)] 

G.  Q.  F.  D. 

Comme  conséquence,  il  aurait  suiïi  de  démontrer  l'égalité  (2) 
pour  en  déduire  l'égalité  plus  générale  (i). 

30.  —  Théorème. 

ab  =  ba. 

Le  théorème  est  évident  lorsque  a  =  h.  Supposons  donc  a  :;zi  b, 
et  pour  llxer  les  idées  b  '^  a. 

Il  suffît  de  démontrer  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  des  en- 
tiers a,  b,  il  est  vrai  pour  les  entiers  a  et  ^;  +  i. 

Or  par  hypothèse 

ab  =  ba. 
Donc 

ab  -\~  a  ^  ha  -'r  a 
ou 

a{b  H-  i)  ^  ba  -\-  a. 

Donc  nous  sommes  ramenés  à  démontrer  que 

ba  -\-  a  =  {b  -+-  i)a. 

Or  ceci  est  évident  lorsque  a  ^  i .  Donc  pour  le  démontrer 
d'une  façon  générale,  il  nous  suffit  de  démontrer  que  si  c'est  vrai 
pour  un  entier  a,  c'est  vrai  pour  l'entier  a  +  i . 

Nous  avons,  par  hypothèse, 

6a  -f-  a  =  (6  -f-  i)a. 
Nous  en  déduisons 

6a  +  n  -t-  6  ~f-  I  ;=  C'  +  i  ]a  +  6-1-1 
ou 

(6a  4-  6)  -H  (a  -I-  i)  =  1^6  -1-  \)a  h-  (6  -h  i) 
ou 

6(a+  i)  -t-(a  -h  i)  =  (6-1-  i)(a  -h  1) 

C.  Q.  F.  D. 
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A  ulrc  énoncé.  —  La  nmltipliciilion  est  une  opération  comnnila- 
tive 

Corollaire. 

I  X  a  =  a  X  I  =  a. 

Con.téquence .  —  A  pailir  de  maintenant  on  pourra  parler  du 
produit  de  deux  entiers,  «ans  spécifier  dans  qnel  ordre  ils  sont 
inullipliés. 

31.   TlIKORÈME. 

(4)  m'a  -f-  6  -1-  ...  -I-  ff)  =  ma  -+-  mh  -t-  ...  -f-  mg. 

En  cll'et,  la  inultiplicalion  étant  cnninHilali\e.  le  preniier  mem- 
bre de  celle  égalité  est  égal  à 

(a  ~i-  ^  4-  c  -H  . . .  -t-  'J)in  ; 

pour  la  même  raison  le  second  est  égal  à 

am  -+-  hm  -l-  ..,  -|-  (jm. 

L'égalité  (/j)  est  donc  vr.iie  d'après  l'égalité  (i). 
Dé  fini  lion.  —  l\emplacer 

am  -\-  bm  4-  ...  -f-  qm 
par 

(a    h  l>  -+-  ...  +  ;/)m 
ou  par 

m{a  -h  l>  +  ...  -h  g) 

s'apjielle  nietire  nj  en  facicnr. 

Généralisation  <hi  théorhiie  du  «°  3i.  —  Si  une  opération  G,  e.'sl 
(listributii'c  par  rapport  à  une  opération  i-'i,  xi  de  pUu  ropéra- 
iion  Gi  c.ç/  commntalive,  on  a 

G,  [m,  F„(n,  b A)    —  V„  C.,(m,  a).  G, (m,  h) G, (m. A')]. 

Se  démontre  comme  le  théorème  3i. 

32.  Produit  d'un  entier  a  par  un  entier  l>,  par  un  entier  c, 
par  un  entier  d,  etc.    —  On  appelle  ainsi  le  résultat  ojjlenu  en 
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miiltiplianl  a  par  //,  i)uis  le  piuduil  [lar  c,  |)uis  le  nouveau  produit 
par  '/,  etc. 

Ainsi  le  proiiiiit  de  n,  par  h,  par  c,  est 

{ab)c. 

On  le  désigne  plus  simplement  par  abc  ou  par  a  X  b  x  c. 
Celui  de  '(.  par  h.  par  c,  par  '/  est 

{abc]d. 

On  le  désigne  plus  simplement  par  abcd,  ou  par  n  X  b  X  c  x  d, 
etc.  Les  nombres  a,  b,  c,  d,  ...  s'appellent  les  l'acleurs  du  produit. 

33.  —  Théorème. 

abc  =  a{bc). 

Le  théorème  est  évident   pour  c  =  i.  Il  sullit  donc  de  démontrer 
que  s'il  est  vrai  pour  un  entier  c.  il  est  vrai  pour  l'entier  c  -H  i. 
Par  hypothèse 

abc  =  a{bc). 


Il  en  résulte 


ou 


ou  enGn 


C.  Q.  F.D. 


abc  +  a/y  =  a[bc]  -h  ab 
ab{c  +  ij  =  a{bc  -+-  b) 
ab(c  -I-  i)  =  a'b(c  -+-  i) 


Autre  énoncé.  —  La  miilliplicatton  est  une  opération  associnlive 
<n"20). 

34.  Conséquence.  —  La  multiplication  étant  commutative  et 
associative  on  peut  lui  appliquer  le  théorème  du  n"  22.  Donc  : 

Dans  le  produit  de  plusieurs  entiers  on  peut  ctuuu/er  l'ordre  îles 
fadeurs,  et  remplacer  certains  d'entre  eux  par  leur  produit.  Cela 
ne  chanf/e  pas  le  produit  final. 
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35.  Multiplication  d'une  somme  par  une  somme.  TiiiIurème. 
—  Pour  multiplier  deux  sommes  runc  par  l'aulrc,  on  multiplie 
chaque  terme  de  la  première,  par  chaque  terme  de  la  seconde,  et 
on  ajoute  les  rc'sullats. 

Ainsi 

(a  -+-  t  H-  (■  -i-  d)  (m  -h  n  +  p) — 
=  am  -I-  an  -\-  ap  -h  bm  -+-  bn  -+-  bp  -(-  cm  -+-  en  -+-  cp  ■+-  dm  -+-  dn  -h  dp. 

Car 

{a  -h  b  +  c  -h  d)  [m  ^  n -{-  p)  = 

=  a{m  -h  n-i-p)-i-  b{m  -f-  n  -t-  p)  -1-  c{m  +  n -i-  p)  -{-  d{m  -+-  n  -L/))  = 

:=  am  -h  an  H  -a/)  +  bm  -h  bn  -t-  bp-i-cm  -r-cn-\-cp-h  dm  -hdn-ir  dp. 

Généralisation.  —  Si  une  opération  G  est  distributire  pur  rap- 
port à  une  opération  F,  ,s/  de  plus  (•  est  commulative  et  associatire, 
on  a 

•G,  F,(n,  b,c,  ....  li),G/,(m,  n r)'  =  Fj,'Gi(a,  m),  G, (a,  h) Gi'7t,  r)l 

le  crochet  du  second  membre   contenant   toutes  les  combinaisons 
a,    m;   a,    n:  ...;   h,  r;  d'un   entier  a,  l>,  ...,  It  cwec  un  entier 
m,  n,  ...,  r  (i,  /r,  /)  étant  Ips  incFicos  convenables). 
Se  dénionlre  comme  le  ihéorèmc  précédent. 

36.  Théorème.  —  L'inécjalité  a  >■  b  entraine  ac  >  bc. 

Car  ac  est  la  somme  de  «  termes  égaux  à  c,  tandis  que  bc  est  la 
somme  de  h  termes  égaux  à  c  '■2°  définition  du  produit.  n°  28\ 

37.  (ms  parlirulier.  —  L'indyalité  a  >  i  entraîne  ac  >  c. 

38.  iiiÉoui:.ME.  —  L'é(jalité  ab  =^  ab'  entraîne  b  =  //. 

Car  si  l'on  avait  par  exemple  b  >■  h' ,  on  aurait,  d'après  le  théo- 
rème précédent 

ab  >  ab'. 

Corollaire.  —  L'égalité  ab  =  ab  entraîne  a  =a' . 
La  multiplication  est  une  opération  unipare. 

39.  Puissances  d'un  entier.  —  On  appelle  puissance  «*™« 
•d'un    entier   a,  et  l'on   <lé.-<igne    par  a",    le    produit  de  //  facteurs 
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égaux  à  a.  Cette  définition  suppose  n  >■  i.  Quant  h  a'  il  est  égal 
à  a  par  définition. 

La  seconde  puissance  d'un  entier  s'appelle  aussi  son  cano. 

La  troisième  puissance  d'un  entier  s'appelle  aussi  son  cube. 

Dans  a",  l'entier  n  s'appelle  exposant. 

Théorème.  —  a,  m,  n,  ...,  r  élanl  des  entiers  (juelcoiujues 

a'"  X  a"  X  ...  a'  =  a'" ^''+' ••+••. 

Car  cliacun  des  deux  membres  est  le  produit  de 

m  -+-  /i  H-  ...  -I-  r 

facteurs  égaux  à  a  (n"  26)- 
Cas  particulier. 

(a'")'  =  a"". 

40.  Théorème. 

{ahy  =  a"'b"'. 

Car  chacun  des  membres  est  le  produit  de  i>/«  facteurs  dont  m  sont 
égaux  à  a  et  m  à  h. 

Autre  énoncé.  —  L'élévation  aux  puis.'sances  est  distributive  par 
rapport  à  la  multiplication. 

Généralisation. 

{ab  ...  Il)"'  =  a'"b"'  ...  A"'. 

41.  L'entier  zéro.  —  Nous  allons  faire  précéder  la  suite  des 
entiers  d'un  signe  o  appelé  zéro,  et  qui  sera  aussi  appelé  un  entier. 

Définitions. 

a  -f-  o  =  a 
o  -h  a  ^^  a 
a  X  o  :^  o 
o  X  a  ^o 
rt"  =  1 . 

On  dira  que  o  est  plus  petit  que  tout  autre  entier. 

Ces  définitions  n'entraînent  aucune  contradiction  entre  elles  ni 
avec  les  précédentes.  Il  est  de  plus  facile  de  vérifier  que  tous  les 
théorèmes  relatifs  à  la  commutativité,  à  l'associativité  et  à  la  distri- 
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hiilivité  de  l'addition  et  de  la  multiplication  s'appliquent  encore 
i|uand  certains  des  entiers  sur  lesquels  on  opère  sont  zéro.  Il  en 
est  de  même  de  ceux  des  n""  24  et  25.  Mais  celui  du  n"  23  n'est 
plus  vrai  quand  h  =  o  puisque  a  ^-  o  =  a  ;  de  nnême  celui  du 
n"  36,  ni  celui  du  n"  37  quand  c  =  o.  Enfin  celui  du  n"  38  n'est 
pas  vrai  non  plus  lorsque  a  =  o.  Ceux  des  n"*  39  el  40  sont  vrais 
dans  tous  les  cas. 

Définition.  —  Pour  dire  qu'un  entier  est  égal  à  zéro,  on  dit 
aussi  qu'il  est  nul. 

Remarque.  —  Mais  il  reste  entendu  que  pour  compter  les  objets 
d'une  suite,  on  continue  à  faire  correspondre  le  premier  à  l'entier  i , 
le  suivant  à  l'entier  2,  etc.,  et  non  pas  le  premier  à  l'entier  o,  le 
second  à  l'entier  i,  etc. 


CHAPITRE    III 
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42.  Numération  écrite.  —  Nous  avons  dit  qu'on  peut  pro- 
longer la  suite  des  entiers,  et  que  cela  est  nécessaire.  Mais  bien 
que  les  signes  à  employer  pour  cela  soient  arbitraires,  il  est 
bon  de  donner  une  règle  pour  effectuer  ce  prolongement,  c'est- 
à-dire  qu'il  faut  savoir  :  un  entier  étant  éeril,  écrire  le  sui- 
vant. 

Appelons  chiffres  les  entiers 

o,   1,  2,  3,  fi.  5,  G,   7,  8,  <). 

Tout  les  autres  entiers  sont  les  ensembles  de  cbiffres. 

Si  un  entier  est  un  cliilïre,  nous  savons  l'ormer  le  suivant. 

Le  suivant  de  o  est  i,  celui  de  i  est  2,   celui  de  g  est  lo. 

Si  un  entier  a  n  chiffres,  on  forme  le  suivant  par  la  conven- 
tion que  voici  :  si  le  tlei'iiicr  chiffre  n'est  pas  un  y  on  le  remplace 
par  le  suivant  ;  si  le  dernier  ehijfre  est  un  g  on  le  remplace  par  un 
zéro,  mais  en  mènie  temps  on  remplace  l'entier  formé  par  les 
n  —  I  premiers  chiffres  par  l'entier  suivant.  De  celte  façon,  on 
saura  résoudre  le  problème  pour  un  entier  de  n  chiffres  si  on  le  sait 
résoudre  pour  un  de  n  —  i  chiffres.  Or  on  sait  le  résoudre  pour 
un  entier  de  i  chiffre.  Le  problème  est  donc  résolu. 

II  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  cette  convention  ne  con- 
duit jamais  à  écrire  de  la  même  façon  deux  entiers  difféients. 

43.  Numération  parlée.  —  Pour  nommer    un  entier  il  sullit 
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<le    nommer    successivement    ses    chillVes.     \insi    l'onlier  nos  17 
s'énoncera  :  ciiuj  zéro  deux  un  sept  ('k 

44.  Hemarfiue.  —  Il  importe  de  distinguer  i'cnlicr  ainsi  écrit, 
de  l'entier  qui  serait  le  produit  de  ses  chiffres  (^).  Pour  cela  nous 
conviendrons  cpie  le  produit  des  entiers  cinq,  zéro,  deux,  un,  se(>t, 
s'écrirait 

5xoxaxiX7. 

Au  contraire  si  les  chilVres  sont  représentés  par  des  letlres,  l'en- 
tier dont  les  chiffres  sont  </,  h.  c,  il,  c  s'écrira  ahcde,  tandis  que  la 
notation  ahcde  signilie  le  produit  des  entiers  a,  b,  c,  d,  e. 

45.  'rincoiu":Mi:.  —  L' entier  i/ui  s'écrit  nh  ...  ef  esl  égal  à 

(a  X  10"-')  -t-  ((>  X  10"--)  -+■  ...  -4-  (e  X  10)  H-/ 

/)  étant  le  nnndire  de  «'.s  chiffres. 

I>c  théorème  est  évident  pour  l'entier  1.  On  le  supiiose  vrai 
[tour  tous  les  entiers  jusqu'à  l'entier  A  cl  on  le  démontre  sans  peine 
pour  l'entier  A  -)-  i. 

Crw  parliciilier.  —  L'unité  suivie  de  n  zéros  représente  l'entier  10". 

Con.sér/uence.  —  L'entier  abcde  est  égal  à  la  somme 


a  0000  -+-  b  000  +  f  00  +  (/  o  '  (  -  e. 

Définition.  —  On  dit  qu'il  y  a  dans  l'entier  nlicde,  e  unités, 
'/  dizaines,  c  centaines,  ...,  e  est  dit  le  cliifj'rc  des  unités,  d  le 
cJnffre  des  dizaines,  c  le  chiffre  des  centaines,  etc.  Les  unités,  les 
dizaines,  les  centaines,  etc.,  sont  dites  unités  des  différents  ordres. 

46.  Thlouème.  —  En  écrieunt  un,  deux,  ...  n  zéros,  à  la  droite 
d'un  nombre  on  multiplie  ce  nombre  par  10,  100,  ...,  10". 

Kvident  d'après  le  théorème  du  u°  45. 

47.  Différents  systèmes  de  numération.  —  La  numération 
précédente  s'appelle  décimale  à  cause  du  ri'ilc  (]u'v  joue  l'cnlicrdi.x. 


C)  On  sait  que  ce  n'est  pas  celle   règle   (lu'on    suit    ordlnaireineiil.    luais  le 
<lévelo|ipeiiiciit  de  celle  question  appartient  à  la  grammaire. 

(^)  Les  expressions  clàjjrc  el  cr.ùcr  d'un  seul  ctiijjrc,  sont  sjrnonjmes. 
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Cet  entier  s'appelle  hase  de  celle  numération.  Ou  imagine  de  la 
même  façon  îles  nuiiiéra lions  à  Ijaset  dilTérente  de  lo.  On  imagine  b 
signes  qu'on  appelle  zéro,  un,  ...  (les  lo  premiers  de  ces  signes, 
ou  tous  si  6  ^  lo,  peuvent  être  les  mêmes  que  dans  la  numéra- 
tion décimale),  puis  on  passe  d'un  entier  au  suivant  par  une  règle 
analogue  à  celle  de  la  numération  décimale,  le  chilTrc  9  étant  dans 
l'énoncé  de  celte  règle  remplacé  par  le  cliillïe  qui  précède  b. 
D'ailleurs  on  peut  dire,  par  convention  que  ces  entiers  sont  les 
mcmes  que  ceux  définis  par  la  suite  (1,  I)  (voir  n"  49). 

La  plus  petite  base  possible  est  2.  Dans  la  numération  de  base  2 
ou  binaire  les  premiers  entiers  s'écrivent  de  la  façon  suivante  : 

1  10  11  1 00  I O I  I  I O  111  1 000  1 00  L 

un        deux        trois        quatre        cinq        six        sept        huit        neuf 

Le  fait  que  lout  entier  peut  s'écrire  dans  le  système  binaire  donne 
le  lliéorèine  suivant. 

TnÉoi(i-:ME.  —  Tout  entier  est  décomposablc,  et  d'une  seule  façon, 
en  une  somme  de  puissances  de  2,  chacune  d'elles  étant  prise  au 
plus  une  fois. 

ExEMFLi;.  —  igi  1  s'écrit,  dans  le  système  binaire, 

1 1 101 I 101 1 i 
et 

1911    =^   2'"  +   2''  +  2'  -i-  2''   +   2'   -h   2"   +    2-   -+-   2'   -H  2". 

Ciénéralisalion.  —  Le  fait  que  tout  entier  peut  s'écrire  dans  le 
système  de  base  h,  donne  le  lliéorème  suivant  : 

Théùkème.  —  Tout  entier  est  décomposable ,  et  d'une  seule  façon, 
en  une  somme  de  puissanees  de  b  {b  étant  un  entier  ijuelconque  >  i  ), 
eliacune  d'elles  étant  prise  au  plus  b  —  i  fois. 

Définition.  —  A  l'avenir  »  ealculer  un  entier  »  voudra  dire  : 
trouver  les  chiffres  de  cet  entier  dans  un  certain  svstème  de  numé- 
ration, par  exemple  le  décimal.  Donner  un  entier  voudra  dire  : 
donner  le  moyen  de  le  calculer  ('). 


(')  J'ennirunle  celle  dérmilion  à  M.  J.  Tvnserv  [Leçons  d'arillimétiqiie, 
l'aris.  Armand  CoUin,  iSgS,  p.  36  ,  qui  la  doit  lui-même  à  M.  de  Pcllicux, 
professeur  au  l^cée  Henri  I\  . 
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48.  —  Comparaison  de  deux  entiers.  —  Deux  ciiliers  ctanf 
écrits  iliins  un  nn'nw  syslènir  de  nunicralion,  voir  tjuel  est  le  plus 
grand. 

S'ils  n'ont  pas  le  mémo  nombre  de  chillVes,  celui  <jiii  a  le  j)his 
de  cliilTies  est  le  plus  grand. 

S'ils  ont  le  même  nombre  de  chill'res  il  faut  comparer  les  pre- 
miers chiffres  à  gauche.  S'ils  sont  inégaux,  celui  des  deu.v  entiers 
auquel  appartient  le  plus  grand  est  le  plus  grand.  S'ils  sont  égaux 
il  faut  comparer  les  chill'res  suivants.  S'ils  sont  inégaux  celui  des 
deux  entiers  auquel  appartient  le  plus  grand  est  le  plus  grand. 
S'ils  sont  égaux  on  coni[>are  les  chilTres  suivants  et  ainsi  de  suite. 
Si  les  doux  entiers  ont  tous  les  mémos  cbilïros  il  sont  égaux. 


49.  Pnom  i'mi:.  —  Un  entier  élmil  éerit  dans  un  certain  système 
de  nutnératiiin,  l'écrire  (huis  un  autre  donné. 

On  écrira  la  suite  des  entiers  dans  le  premier  SYstème,  et  au- 
dessous  la  suite  des  entiers  dans  le  second  système.  Les  deux  entiers 
écrits  l'un  au-dessous  de  l'aulie  sont  les  mémos  par  définition 
(n°47). 

Exemple.  —  Soient  lo  et  (3  les  deux  hases,  on  dressera  le 
tableau 

I  .  ;>.  .  3  .   i  .  5  .  (i  .  7  .  <S  .  (|  .  lo  .  11   .  1?.  23() 

1  .  2  .  3  .  4  .  5  .  1  o .  1  1 . 1 2  . 1 3 .  1 4  •  1 5  .  l'.o  1 03.") 

On  prolonge  bien  entendu  ces  suites  jusqu'à  l'enlior  pour  lequel 
on  veut  faire  la  transformation. 

Nous  indiquerons  plus  loin  (n"  86)  une  façon  plus  rapide  de 
résoudre  le  pioblème. 


50.  Règle  de  l'addition.  PiionLÎ.MK.  — Des  entiers  étant  donnés, 
calculer  leur  somme. 

Nous  supposerons  dans  ce  problème  et  dans  tous  les  suivants  que 
les  calculs  se  font  dans  la  numération  décimale,  mais  ils  seraient 
complèlomont  analogues  dans  tout  autre  système. 

D'abord  il  suffit  de  savoir  additionner  deux  entiers. 
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Soit  par  exemple  à  addilionner  v>Si  et  127.  On  dira 

la  somme  de  281  et  de  i  est  282 
»  2        283 

»  3        284 


))  127      408 

La  somme  cherchée  est  donc  4o8. 
Mais  on  peut  chercher  un  procédé  phis  rapide. 
Il  n"v  en  a  évidemment  pas  si  les  deux  entiers  donnés  n'ont  qu'un 
chiffre. 

On  peut  seulement  inscrire  une  fois  pour  toutes,  les  résullals 
obtenus  dans  une  table,  ou  les  connaître  par  cœur. 

Addition  d'un  entier  de  plusieurs  chiffres  el  d'un  entier  d'un 
chiffre. 

Soit  à  addilionner  abi^i  et  e  (a.  h,  c,  d,  e  étant  des  chifTiesK  Si 
la  somme  d  -h  e  n'a  qu'un  chiilVe  soit  f,  on  \oit  que  la  somme 
cherchée  est  abrf. 

Si  la  somme  d  ^  e  a  deux  chitTres  i  et/,  on  écrit  l'entier  qui 
suit  abr,  et  à  la  droite  de  cet  entier  on  écrit/. 

Cette  règle  se  démontre  facilement  en  s'appuyant  sur  le  théorème 
du  n°  45. 

Addition  d'un  entier  quelconque  et  de  plusieurs  entiers  d'un  seul 
chiffre. 

Il  suffit  d'appliquer  plusieurs  fois  de  suite  la  règle  précédente. 
Addition  d  entiers  quelconques.  —  Chacun  de  ces  entiers  est  égale 
à  la  somme  de  ses  unités,  de  ses  dizaines,  de  ses  centaines,  etc. 
(n°  45),  il  suffit  d'additionner  séparément  les  unités  des  difl'érents 
ordres  et  de  réunir  les  sommes  partielles  en  une  seule  (n°  19). 
L'addition  des  unités  est  une  addition  d'entiers  d'un  seul  chiffre 
Le  résultat  a  un  chiffre  ou  plusieurs.   S'il  en  a  plusieurs  il  se 
décompose  en  la  somme  de  ses  unités,  de  ses  dizaines,   etc.,  on 
retient  les  dizaines,  les  centaines,  etc.,  pour  les  ajouter  aux  autres. 
Pour  ajouter  les  dizaines,  par  exemple  20,  3o,  Go  et  20  on  reiuarque 
que 

20  :^    2    X    10 

3o  =  3  X  10 
60  ^  G  X  10 
20  ^=  a  X  10. 
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Donc 

ao  —  ;-io  4-  'îo  H-  ao  =  (a  H-  3  +  6  4-  a)  lo. 

On  est  donc  raniom'  à  njoiilcr  des  entiers  d'un  seul  cliilIVe  puis  à 
niulliplier  la  somme  par  lo,  ce  cpii  so  l'ail  en  irrivant  nn  zéro  à 
sa  droite  (n"  46).  De  même  pour  les  centaines,  etc. 

51 .  l'iioui.ÈME.  —  Des  ciiliiTf:  cUiiil  doniirs,  calniler  leur  jirodnil. 
—  Il  sidlit  de  savoir  résoudre  ce  i)rol)lènie  pour  deux  entiers. 
Pour  calculer  le  produit  ah,  il  suflil  iraddilionncr  h  entiers  égaux 
à  n.  Ce  procédé  est  le  seul  (m'on  puisse  employer  si  <i  et  /'  n'ont 
(pi'uri  cliillVe.  On  peut  seuicnient  inscrire  une  fois  pour  toutes  les 
résultais  dans  une  tahle  ou  les  savoir  par  cœur. 

Mulllplicalion  d'un  entier  de  filasieurs  rh!(Jrcs  jkiv  un  entier  d'un 
chiffre.  —  D'après  le  théorème  du  n"  28,  il  sullit  de  multiplier 
successivement  les  unités,  les  dizaines,  les  centaines,  etc.  du  pre- 
mier par  le  second,  puis  d'ajouter  les  résultats.  D'ailleurs  chacune 
de  ces  nudli|>lications  partielles  si;  ramène  à  une  multiplication 
d'entiers  d'un  cliillrc.  Oar  le  [tnxluit  de  odd  par  -,  par  exemple 
est  égal  à 

(3  X   10=)  X  7 
ou  à 

(3  X  7)  X   10^ 

Il  sullit  donc  de  clicrcher  le  produit  de  3  [)ar  7  et  d'écrh-e  deux 
zéros  à  la  droite  ilu   résultat. 

MnltipUcation  de  tleiix  entiers  de  plus  d'an  chiffre.  —  D'après  le 
théorème  du  n"  35,  il  sullit  de  multi|)lier  successivement  les  unités, 
les  dizaines,  etc.  de  l'un,  par  les  unités,  les  dizaines,  etc.  de  l'autre, 
et  d'ajouter  les  résultats.  Chacune  de  ces  multiplications  partielles 
se  ramène  à  une  multiplication  d'entiers  d'un  chill'rc.  Car  le  pro- 
duit de  OUI)  par  700U  [)ar  exemple  est  égal  à 

(3  X   10=)  X  (7  X  10') 
ou  à 

(3  X  7)  X   to=  X   10^ 

ou  à 

(3  X  7)  X  lo'. 
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11  sullit  donc  de  calculer  le  produit  de  3  par  7  et  d'écrire  cinq 
zéros  à  la  droite  du  résultat    '). 

52.  Nouvelle  définition  du  nombre  entier.  —  La  numéra- 
tion ii'e>l  [ia>  .--eulemcnl  un  moyen  coiiiniode  d  écrire  les  entiers, 
c'est  aus.-i  un  moyen  de  les  définir. 

Jusqu'à  maintenant  la  considération  d'un  entier  a  était  insépa- 
rable de  celle  de  toute  la  suite  des  entiers  depuis  i  jusqu'à  «.  Il 
fallait  supposer  toute  cette  suite  écrite  pour  qu'on  eût  le  droit  de 
parler  de  a. 

Au  contraire,  nous  pouvons  maintenant  considérer,  un  entier 
72200,  sans  avoir  au  préalable  écrit  la  suite  des  entiers  (-  de  i  à 
72  200.  Nousavonsdonc  bien  là  une  nouvelle  définition  des  entiers  : 
in  entier  est  un  ensemble  de  chiffres  écrits  les  uns  à  lu  suite  des  autres. 

Il  V  aurait  alors  lieu  de  reprendre  les  définitions  de  la  somme, 
du  [iroduit,  etc.,  ainsi  que  les  démonstrations  des  tbéorèmes 
relatifs  à  ces  opérations.  Ecrivons  par  exemple  : 

931 124864157 -I- 972721  i8'|62i  =r  972721184621  -;- 93ii24S()4i57. 

La  suite  des  entiers  n'a  jamais  été  prolongée  jusqu'à 
90112^86.^157  ').  Les  entiers  qui  figurent  dans  l'égalité  précé- 
dente sont  donc  considérés  comme  définis  par  la  seconde  définition. 
Mais  alors  nous  ne  savon.s  pas  à  priori  ce  que  signifient  les  sommes 
Inscrites  dans  les  deux  membres.  Nous  pouvons  nous  tirer  daffaire 
en  disant  que  ce  sont  justement  les  entiers  calculés  par  la  règle  du 
n°  50,  cette  règle  servant  de  définition. 

Mais  alors  nous  ne  savons  pas  à  priori  si  le  théorème  de  la  com- 
mutativilé  de  l'addition  est  encore  exact.  Il  faudra  le  redémontrer, 
ainsi  que  tous  ceux  des  chapitres  précédents. 

Cela  sera  facile,  mais  nous  ne  le  ferons  pas,  parce  que  cela  nous 
entraînerait  trop  loin.  En  effït  la  nouvelle  définition  des  entiers  se 
trouvera  encore  insuffisante.  Nous  serons  obligés  plus  tard,  de 
considérer  encore  de  nouvelles  définitions  des  entiers.  Par  exemple 

(')  D'ailleurs,  la  pratique  des  opérations  suggère  dans  l'addition  et  la  mulli- 
plication,  des  siiupliâcations  sur  lesquelles  nous  n'insisterons  j>as. 

{•)  .V  raison  de  deux  ctiiffres  par  seconde,  cela  prendrait  environ  6  jours  et 
lO  heures. 

(^:  \.  raison  de  deux  cliilTres  par  seconde,  cela  prendrait  plus  de  3oooo  ans. 
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il  nous  ai  rivera  (le  [lailer  d'une  ex|)ression  telle  que  2  ^  '  -H  i  ilout 
on  n'a  jamais  écrit  les  cliill'ies  (').  Et  alors  il  l'audrait  de  nouveau 
recommencer  toutes  les  définitions  et  tous  les  raisonnements  sur 
ces  expressions  et  ce  ne  serait  peut-être  plus  aussi  facile. 

On  évite  ces  complications  ]>ar  l'usage  du  principe  d'induction 
complète  qui  permet  de  s'en  tenir  à  la  première  définition. 

Ce  principe  consiste  dans  les  deux  énoncés  suivants  (^). 

1°  Lnrsqiii'  nous  disons  «  Supimsans  l'crile  la  salle  des  enllcrs  de 
I  à  g3i  I  2/186 '1  lôy  »  sans  récrire,  cela  a  un  sens. 

2"  Si  on  dénionire  i/u'iin  cerinin  /lu'orciiie  esl  rroi  pour  <i  ~\-  1 
quand  d  l'est  pour  a,  cl  si  de  plus  ce  théorème  est  vrai  pour  un  entier 
quelconque  de  In  suite  précède  nie  par  exemple  pour  ih,  il  esl  vrai 
pour  981  i2/i8(j'i  iTiy. 

En  elïet  dans  ces  conditions  pnur  démniilrer  par  exeniplc  (pie  : 

()3i  i-.>/|86Ai57  +  972721184621  =972721184021   4-  9.'5i  i2'|8r)/|K)7 

rien  n'cnuK'clic  de  r(^|irendr(^  les  raisonnements  qu'on  a  faits  au 
n"  11  pour  démontrer  que  «  i  /<— /^ -f- (ï,  alors  que  la  suite  des 
entiers  avait  été  réellcmenl  prolongée  au  moins  jusqu'à  a  4-  b. 


NOTE  sn\  r.ES  DIFt'ÉRElNTS  SYSTl'MES  DE  NUMÉR.VTION 


Il  esl  bien  probable  (pic  reiii[)l()i  du  nombre  10  coninie  base  de 
numération  tient  à  ce  que  l'homme  a  d'abord  compté  sur  ses  doigts, 
^-a-l-il  une  autre  base  plus  avantageuse? 

I.  —  Fins  une  base  est  petite,  plus  la  connaissance  des  tables 
d'addition  et  de  mulliplicalion,  bases  de  tous  les  calculs  est  facile. 
Les  résultats  à  savoir  par  co'ur  sont  au  nond)ic  de  (//  —  1)  (h  —  2), 
b  étant  la  base;  c'est-à-dire  73  pour  la  numération  décimale.  On  sait 
combien  peu  de  personnes  les  connaissent  correctement.  \  ce  point 
de  vue  une  base  plus  |ietlle  que  10  serait  soubaitablc. 

(')  Seeliiof  a  considc'n'  cette  expression  pour  déiiiontier  que  ce  n'est  pas  un 
iiomljrc  premier.  Elle  aurait  plus  île  vingt  niilliarils  de  chillres,  et  &  raison  de 
deux  cliillrcs  par  seconde,  il  faudrait  plus  de  3.io  ans  pour  l'écrire. 

1^;  L'entier  ()3i  I3'i8()'i  1Ô7  n'v  esl  pris,  bien  entendu,  qu'à  titre  d'exemple. 
Et,  à  proprement  parler,  chaque  fois  (|u'on  appliijuc  le  principe  à  un  nouvel 
entier,  c'est  un  nouveau  jirincipe. 
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II.  —  Mais  quand  la  base  est  trop  petite,  le  nombre  des  cbiffrcs 
nécessaire  pour  écrire  les  nombres  usuels  devient  trop  grand.  Les 
millésimes  d'années  de  notre  temps  par  exemple,  qui  prennent  quatre 
chiffres  dans  la  numération  décimale  en  prendraient  onze  dans  la 
numération  binaire  et  encore  huit  dans  la  numération  ternaire.  .\  ce 
point  de  vue  on  ne  peut  guère  choisir  une  base  inférieure  à  .\. 

III.  —  Enfin,  il  v  a  aussi  à  considérer  la  possibilité  de  la  réduction 
des  fractions  en  fractions  6-maies  (b  désignant  la  base),  analogues  aux 
fractions  ilérinialcs,  et  aussi  l'existence  de  caractères  simples  de  divisi- 
bilité. 

.\  ces  points  de  vue,  il  v  a  avantage  à  prendre  une  base  contenant  le 
plus  possible  de  facteurs  premiers  simples  dilférents.  Or  les  bases  i,  5, 
7,  8,  g  sont  à  ce  point  de  vue  moins  avantageuses  que  la  base  6,  puisque 
cette  dernière  conlienl  deux  facteurs  premiers  et  qui  sont  les  plus  petits 
possibles.  (Pour  a\oirune  base  contenant  trois  facteurs  premiers  il  fau- 
drait aller  juscju'à  la  base  3o,  inadmissible  comme  étant  trop  giandej. 

C'est  en  définitive  la  base  6  qui  semble  le  plus  avantageuse. 

Mais  les  avantages  n'en  sont  pas  tellement  considérables  qu'il  semble 
y  avoir  lieu  d'essayer  de  rompre  avec  une  habitude  aussi  invétérée  que 
celle  de  la  numération  décimale. 

Voir  entre  autres  : 

BuFFox.  Œuvres  rumplètes,  t.  XII.  Garnier  frères,  Paris,  i855. 

\\  UGEL.  Tetractys,  léna  (i6j3),  propose  la  base  4- 

Leumanx.  Révolution  der  Zalilen.  Deiblalt  zur  Révolution  der  Ztilden, 
zweiter  Beiblatt,...  Leipzig,  Hunger  (1870-71-72),  propose  la  base  6. 

Cadenas.  j4ssoc.  franc,  pour  l'avanc.  des  sciences,  3o"  session  1901, 
2* partie,  p.  119,  propose  la  base  2^. 

Du  y^.KsnvjEK.  L'Enseignement  matliénialifiue,  12' année  (1910),  p.  265, 
propose  la  base  li. 


Caqen.  —  Théorie  des  nombres,  t.  I. 
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53.  —  EtaiU  donnes  cJeuv  entiers  a  el  b,  on  se  propose  de  Irouver 
un  entier  qui  ajouté  à  b  donne  a.  Supposons  a  >>  b.  Si  à  l'entier  b, 

on  ajoute  successivement  i,  y,  3 on  forme  la  suite  des  entiers 

plus  grands  que  b,  et  en  la  prolongeant  suflisanuuent  loin  on  arri- 
vera à  l'entier  d.  On  a  donc;  ainsi  t'omé  un  entier  qui  répcind  à  la 
question  et  il  n'\  en  a  f[u'un,  d'aj)rès  le  théorème  du  ii"  24. 

Si  a  =  i(  il  N  a  encore  un  entier  et  un  seul  qui  répond  à  la  ques- 
tion, c'est  o.  Enfin  si  a  <i  b  le  problème  est  impossible  d'après  ie 
théorème  du  n"  23. 

L'entier  qui  ajouté  à  b  donne  a  s'appelle  la  différence  de  a  et 
de  b  et  se  note  <(  —  b.  Les  entiers  a  et  b  s'appellent  les  Icrnics  de 
la  dilTérence. 

L'opération  <\n\  a  pour  but  de  trouver  cette  difl'érence  s'appelle 
sousiraclion. 

La  question  de  savoir  si  la  soustraction  est  une  opération  coin- 
mutative  ne  se  pose  pas,  car  si  a  —  b  existe,  b  —  a  n'existe  pas 
(sauf  si  a  =  /*  =  o). 

Théorème.  —  De  a  —  b  ^=  c  on  déduit  a  —  c  ^^=^  b. 

Car  />  H-  c  =  c  -h  6.  Si  donc  6  H-  c  ^  a,  c  -t-  />  est  aussi  égal  à  a. 

54.  TuÉORÎ-.ME. 

a  -1-  (6  —  c)  =  (^a  -h  b)  —  c. 
Car 

[a  -h  (b  —  r]  -^  r  =:  a  -i-  [(b  —  c]  -f-  c]  =  a  H-  6. 

Donc  en  ajoutant  c  à  a  -h  {b  —  c)  on  trouve  a   ^  b. 
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35.   TnÉORKME. 

(i)  a  —  {b-hc)  =  {a—b)  —  <;. 

I 

Car 

[{a  —  h)  —  r]  -i-  (b  -t-  c)  =  {  i  fa  —  b)  —  c]  +  r  {  -f-  /j  ==  (a  —  f*)  4-  6  =  fl. 
56.   TiiKoiirMi:. 


Car 


a  —  (6  —  i")  =  ("  —  ''')  ~i~  <-'• 

[{a  —  b]  -h  e    -h  {b  —  <:)  =    {a  —  6)  -4-  (b  ~  c)]  -h  c 
=  I  ,(a  —  t)  -+-  ^   —  (■  f  -f-  <■  =  (a  —  «■)  -f-  r  =  a. 

ltfmar(jiiL\  —  Le  dernier  de  ces  théorèmes  est  soumis  à  la  res- 
tiiclioii  que  a  ^^  b.  Si  l'on  su[)posait  «  <  6  et  «  >  6  —  c,  le 
jireuiier  meinljie  de  l'éyalité  (i)  aurait  un  sens,  le  second  n'en  au- 
rait pas.  Parexemple  7  —  (10  —  S)  a  un  sens,  mais  7 — io)-(-S 
n'en  a  pas. 

Xolalion.  —  La  notation 

a  -^  b  —  c  - 1-  (/  —  (•    —  f  -h  g 

signifie  l'entier  obtenu  en  ajoutant  n  et  b,  retranchant  c  du  résultat, 
ajoutant  d  an  nouveau  résultat,  etc. 

Une  telle  expression  s'appelle  un  polynôme;  n,  h,  c,  d.  e,  f,  1/ 
s'appellent  les  termes  de  ce  polynôme. 

Un  polynôme  de  deux  ternies  s'appelle  un  binôme. 

Un  polynôme  de  trois  termes  s'appelle  un  trinôme. 

Par  extension,  un  seul  terme  s'appelle  un  monôme. 

Comme  application  de  celte  notation  les  théorèmes  des  n"''  54. 
55,  56  s'écrivent 

a  —  (b  -h  c)  7=  a  —  b  —  c 
a  —  [b  —  (■)  z=  n  —  b  ->-  c. 

57.  Généralisations  de  ces  théorèmes.  —  l)  La  somme  d'an 
entier  a  et  de  la  valeur  iFiin  polynôme  P  est  éqale  à  la  valeur  du 
polynôme  obtenu  en  écrivant  P  à  In  droite  de  a  et  tes  séparant  par 
le  si  (/ne  -H. 


36  THÉORIE    IlES    NOMUHES 

II)  La  différence  cnlrc  un  entier  a  et  la  valeur  J'un  polynôme  P 
est  èijale  à  la  valeur  du  polynôme  obtenu  en  écrivant  P  à  la  droite 
de  a,  les  séparant  par  les  signes  — ,  et  changeant  tous  les  signes 
des  termes  de  P. 

l'ar  exem[)le 

a  -^  {b  —  c  -f-  (/  -H  e  —  /)  =  "-*-''  —  c    ■  -  d  -h  e  —  / 
a  —  (6  —  c  -h  d  -^  e  —  f]  =  a  —  b  h-  c  —  d  —  e  -^  /. 

11  faut  ajouter  qiio  lo  second  tleccs  lliéorcmes  est  soumis  à  cette 
restriclion  que  les  opérulions  indicjuées  dans  le  second  membre 
soient  possibles.  Si  cette  condilion  n'est  ])as  réalisée,  il  peut  tout 
de  même  se  faire  que  l'oiiéralidii  indiquée  dans  le  premier  membre 
le  soit. 

En  ell'et  on  voit  l'acilcuicnt  que  si  ces  tliéoièmes  sont  vrais 
lorsque  le  polvnôme  a  /)  termes,  ils  sont  vrais  lorsque  le  polynôme 
en  a  /(  4-  I .  Or  ils  sont  vrais  lorsque  le  polviiùnie  a  a  termes 
(n"  56). 

58.  liiKoiiÈME.  —  On  ne  change  pus  la  valeur  d'une  expression 
de  la  forme 

(2)     {a^b—r-hd—(e—f-^(i—h)  +  {l;—l—m—n)-h{p  —  q)  —  {r—s-ht) 

en  supprimant  les  parenthèses,  à  condition  lorsijn''une  pareniht-se  est 
précédée  du  si<ine  —  de  cham/er  les  signes  des  termes  contenus 
dans  cette  parenthèse. 

.\insi  l'expression  (2)  est  égale  à 

a-hb  —  c-hd  —  e+/ — jf-!-/n-/i  —  /  —  m  -  -n-hp  —  7  —  r -^  s  —  /. 

En  effet  on  voit  facilement  que  si  le  tliéorèine  esl  vrai  lorsqu'il 
y  a  n  parenthèses  il  est  encore  vrai  quand  il  y  a  «  -t-  i.  Il  suffit 
donc  de  le  démontrer  quand  il  y  en  a  deux,  par  exemple,  de 
démontrer  (|ue 

(„  .4-  /,  _  c  -^  d)  —  (e  —f-\~  g-~h)—a-\-b  —  r-hd  —  e  -hj  —  g  -h  h. 

Or  ce  n'est  autre  chose  que  le  théorème  du  n"  57  où  l'entier  a 
est  remplacé  par  la  valeur  de  a  -+-  b  —  c  +  d. 

In'maraue.  —  Ce  théorème  est  soumis  à  la  même  restriction  que 
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ceux  des  a"*  56  cl  57,  à  savoir  cjuc  les  opéialions  indiquées  ont  un 
sens.  Cette  restriction  s'applique  aussi  au  lliéorème  suivant. 

Avant  d'énoncer  ce  tliéorènie  il  nous  faut  faire  la  convention 
suivante  :  La  nolulinn  -f-  '/  sif/ni/ie  (t.  De  celle  façon  on  [leul  tou- 
jours supposer  que  le  premier  terme  d'un  polvnôme  est  j)récédé 
du  signe  +  si  c'est  nécessaire. 

59.  'l'nÉoiu'.ME.  —  On  peut  inlervcrlir  d'une  f'iron  (/nclconijue 
l'ordre  fies  lerntes  d'un  iiolyni'inw  sans  rhaïK/er  sa  râleur. 

Nous  allons  imiter  la  démonstration  du  n"  18. 

1°  Dans  un  polynôme  de  deux  ternies  on  peut  eliani/er  l'ordre  de 
ces  termes. 

Si  le  polynôme  est  a  -+-  h.  le  théorème  est  vrai  (n"  11). 

Si  le  polynôme  est  a  —  b.  le  théorème  ne  s'applique  pas  car 
—  h  -h  a  n'a  pas  de  sens. 

2"  Dans  un  polynôme  de  trois  termes,  on  peut  rhanfpv  l'ordi'  des 
deux  derniers. 

Cet  énoncé  en  comprend  quatre 

a~hb-i-r  =  a-i~t-'i~b 
a  -h  II  —  c  ^^  a  —  e  -\-  b 
n  —  b  -h  c  :=  n  -h  c  —  b 
a  —  b  —  c  =  a  —  c  —  b. 

Le  premier  est  déjà  démontré,  le  second  et  le  troisième  n'en  l'ont 
qu'un.  Pour  les  démontrer,  par  exemple  pour  démontrer  que 

«4-6  —  e  ^=^  a  —  c  ~\~  b 

OU 

(a  -(-  6)  —  c  =  [a  —  c)  4-  6 

il  nous  suffit  de  démontrer  (pi'en  ajoutant  c  au  second  membre,  on 
retrouve  a  +  h.  Or 

(a  —  c)  H-  6  -t-  c  =  [(«  —  f)  -\-  !•'  -h  h  =  a  -'■-  b. 

Enfin  pour  démontrer  le  quatrième  énoncé 

a  —  b  —  r  r=  n  — ■  c  —  b 

on  remarque  que  d'après  le  théorème  du  n"  55,  le  premier  mendirc 
est  égal  a  a  —  (h  +  c)  et  le  second  k  a  —  (c  -t-  //). 
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a"  Ikins  un  ixilynùmc  i/nrlfoni/w  on  peut  cchaïKicr  deux  Icrnicx 
consécutifs. 

Ce  ihnorème  se  iJéinonlre  ahsolunK'nt  comme  l'analo^iKi  du 
n"  18.  Do  même  la  démoiislialiun  du  tliéoième  f.'cuéial  csl  iden- 
tique à  celle  du  théorème  n-énénil  du  iV  18. 

Soil  par  e,\eniple  l\  <lémiiiilrer  ijuc 

a  —  6  ■  I-  (■  -f-  (/  +  e  — J—  ,j  -^h=^.e-i-r  -{-a-h  h  —  b  +  d  — /—  ij. 

On  considère  les  polynômes  : 

n  —  Il  -\-  r  -t-  d  -h  e  —  /  —  'J  -^  It 

a  —   Il    \-  c  -h  e  -h  d  —  /  —  (/  -t-  /i 

a  — ■  b  -h  e  -+-  r  -h  d  ■ —  f  —  ij  -\  ■  li 

a  -h  e  —  /(  -I-  (■  -h  d   —  /  —  (/  -+-  It 

e  -i-  a  —  b  -h  r  -+-  d  —  /  —  ;/  ^'-  '' 

e  -h  a  -h  r  —  b  -+-  d  —  /  —  7  -f-  li 

e  +  r  -(-  a  —  li  -h  d  —  f  —  ,'/-(-'' 

c  -H  <■  4  -  «  —  b  -i-  d  —  f  ^'  Il  —  ;/ 

e  -(-  c  -t-  ^  —  b  -\-  d  ■+■  h  —  /  —  ij 

e  -\-  c  -¥-  Il  —  b  -h  It  -+-  d  —  /'  —  ;/ 

e  -)-  (•  -h  n  H-  /(  —  b  -\-  d  ^  f  —  ;/. 

Gliaquc  jioK  ni'niio  égale  le  siilvaiil.  Donc  li'  |iremic'i-  éjiale  le 
dernier. 

Seulement  il  luiil  juslilicr  iA'll^  dcuion.slration  en  uiDiilranl  (|ue 
tous  les  polynômes  employés  ont  un  .sens. Or  c'est  vrai  par  hypothèse, 
[xiiir  le  premier  et  le  dernier,  mais  ce  n'est  pas  évident  pour  les 
polynômes  inlermédiaires. 

On  voit  faeilcmcnl  que  si  dans  un  jiolvin'ime  qui  a  un  sens  on 
échange  deux  tiinies  consécutil--.  le  pnlynôme  obtenu  en  a  encore 
un,  si  les  deux  termes  échangés  sont  de  même  siirne,  ou  si  le  pre- 
mier a  le  signe  —  et  le  second  le  signe  -^-.  Donc,  si  dans  la  suite 
des  polynômes  il  ne  se  présente  que  ces  circonstances  le  théorème 
est  démontré.  Reste  le  cas  où  on  échangerait  deux  Ici  mes  dont  le 


•  pv 


)as 


premier  aurait  le  signe  -+-  et  le  second  le  signe  — .  Il  n'est  j 
impossible  qu'un  tel  échange  transforme  un  polynôme  avant  un 
sens  en  un  polynôme  n'en  ayant  pas.  par  exeniplc  ,'?  -\-  1  —  b  en 
3  —  5  I-  /|  ;  mais  ce  cas  ne  peut  se  présenter  ici,  parce  que, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  si  cela  arrivait,  tous  les  polynômes 
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suivants  n'aiiraionl  [)as  de  sens,  et  le  dernier  non  plus,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse. 

60.  Théorème. 

a  —  h  <^  a 

si  /)  ;zf  G. 

Résulte  immédiatement  du  n"  23. 

Pour  cette  raison,  retrancher  b  de  a  s'appelle  aussi  diminuer  a 
de  h. 

61.  Ihéorème.  —  l.'cijalité 

a  —  b  =  a  —  il' 
enlrainc  b  ^  b' . 

Résulte  immédiatement  du  n"  24. 
Théorème.  —  L'é(jahté 

a—b  =  a'  —  h 

entraîne  a  ^^  a'. 

Evident.  Il  en  résulte  que  : 

La  soti.siraction  est  une  opération  unipare. 

62.  Théorème.  —  La  différence  de  deux  entiers  ne  chauffe  pas 
(juand  on  les  awjnienle  chacun  d'un  mcme  entier. 

C-'est-à-dire  que 

a  —  b  ^  \a  -t-  (■)  —  [b  -h  c]. 

En  etTet  le  second  membre  peut  s'écrire  (théorème  du  n"  59} 

a  —  b  -i-  c  —  c 
ou 

a  —  b  -h  (c  —  f  ) 
ou 

a  —  b  -h  o 
ou 

a  —  b. 

Cnrolhirr.  — La  différence  de  deiiœ  entiers  ne  change  pas  quand 
on  k's  diminue  chacun  d'un  même  entier. 


40  TllixJUli:    DES    NOMBRES 

63.  —  Tiiéouî;me. 

(a  — •  h)m  —-  am  —  hm. 

Aulrcmeiit  dil  :  Im  nialli[ilicalion  csl  (lislriliulirc  par  nipporl  à 
la  soustniclion. 
Kn  elTet  de 

(a  —  fc)  +  6  ^  a 
on  déduit 

(a  —  6)m  +  but  =  fini 
d"où 

(a  —  b)m  =  am  —  6m. 

Généralisation. 

[a  —  b  -i-  <■  -■    il  —  e)iii  T=  ani  —  bin  ~f-  cm  -'•,    dm  —  em 

(juels  fjue  soient  le  nombre  et  les  siynes  des  ter/nes  du  polynôme 

a  —  6  -  H  c  -t-  f/  — ■  e. 

En  pITet  on  voit  farilonient  qnn  si  le  llii'orè'me  est  vrai  pour  un 
polynôme  de  /(  termes,   il  est  vrai  [)our  un  polynôme  de  «  -+-  i 
termes.  Or  il  est  vrai  pour  un  polynôme  de  :>  termes. 
# 

64.  Régie  de  la  soustraction.  l'ii(im.i;ME.  —  Elunl  donnés  a 
et  b,  caleulrr  a  —  //. 

Soit  par  exemple  à  calruier  i3  —  7.  On  dira 

7-f-  I  =8 
7  +  2  =  9 

7  _;-6=  i3 
Donc 

i3  — 7  =  6. 

Ce  procédé  est  le  seul  quon  puisse  employer  lorsque  les  deux 
entiers  donnés  n'ont  qu'un  chiffre,  ou  lorsque  le  plus  petit  /;  a  un 
cliillVc  et  le  plus  grand,  deux,  dont  le  premier  est  i  et  le  second 
est  plus  petit  que  6  (comme  dans  l'exemple  précédent,  i3  —  7). 

Dans  le  cas  général,  soit  à  soustraire  de  l'entier  abcde  l'entier 
Jyhk.    [L'entier  que    l'on   soustrait  a  au  plus  autant  de  chiffres 
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que  l'autre.  S'il  en  a  autant,  le  premier  à  gauche  est  au  plus  égal 
au  premier  à  gauche  de  cet  autre  (n"  48)]. 
Supposons  d'ahord 

On  démontre  facilement  que  pour  avoir  la  difTérence  cherchée, 
il  suffira  d'écrire  à  la  droite  de  la  dilîérence  abcd  —  fçili  le  chifTre 
e  —  /.'.  Le  problème  est  donc  ramené  au  même  problème  sur  des 
nombres  ayant  un  chiflre  de  moins. 

Soit   maintenant  k  ]>  c.  On  démontre    facilement   qu'il    sullit 
dans  ce  cas  d'écrire  à  la  droite  de  la  difl'érence  abcd  —  {fgh  -\-  i 
la  différence  le  —  A-  (qui  n'a  qu'un  chiffre),  etc. 


CHAPITRE  V 
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65.  —  On  n  vu  clans  la  dcmonslialion  du  n"  59  quelle  gène 
produit  ce  fait  que  la  soustraclion  de  detix  cnliers  n'est  pas  tou- 
jours possible.  Nous  allons  généraliser  la  notion  de  nombre  en- 
tier de  laçon  à  éviter  cet  inconvonionl.  Déjà  au  n'  4  ni>ns  a\«)ns 
])roiongé  la  suite  des  entiers  vers  la  droite,  et  au  n"  41  nous 
l'avons  vers  la  gauclie  prolongé  d'un  tenue.  C'est  ce  procédé  que 
nous  emploierons  encore  en  prolongeant  la  suite  vers  la  gauche 
au-delà  de  o. 

Pour  ne  pas  iuulti|iHer  les  notations,  on  euiploie  pour  dé.-^igner 
ces  nombres,  les  mêmes  signes  que  ceux  emplovés  pour  désigner 
les  autres,  mais  en  les  l'aisanl  [)rccéd(;r  du  signe  — .  Nous  aurons 
ainsi  la  suite  : 

...  —  7.  —  6.  —  ."),  —  4.  —  3,  —  2,  —  I,  o,  I,  •->.  3,  il  5,    .. 

Les  nombres  ainsi  introduits  s'appellent  entiers  nci/alifs.  l'ar 
opposition,  les  nondiros  i,  2,  .'!,  ...,  s'appellent  entiers  posilifs 
ou  nombres  naturels.  Nous  avons  déjà  vu  (n"  58)  qu'il  est  quel- 
quefois commode  de  faire  jjrécéder  les  entiers  positifs  du  signe  +. 
de  sorte  que  -+-  8  signifie  la  même  chose  que  S.  Dans  l'entier  — a, 
—  s'appelle  le  signe  et  a  la  valeur  absolue.  Par  analogie,  dans 
l'entier  -+-  a,  -H  s'appelle  le  signe  et  a  la  valeur  absolue.  De  sorte 
que  la  valeur  absolue  d'un  entier  positif  c'est  lui-même.  Deux 
entiers  qui  ont  la  même  \aleiM'  absolue  et  des  signes  differenls  sont 
dits  (d'une  façon  abrégée  et  incorecte:  é</nu.c,  mais  île  sii/nes  con- 
traires. On  dit  encore  que  l'un  d'eux  est  égal  à  l'autre  changé  de 
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siijne.   Quant  aux   syiuholos  h-  o  et  —  o,  on  conviendra  qu'ils 
représentent  tous  deux  l'entier  zéro. 

II  no  [)ent  v  avoir  île  confusion  enlre  les  signes  -+-  et  —  em- 
piovés  de  cette  l'açoii,  ol  les  mêmes  signes  employés  pour  indiquer 
l'addition  on  la  soustraction,  car  les  premiers,  ou  bien  ne  sont 
précédés  de  rien,  par  exemple  -H  7,  —  i5  ;  ou  biim  sont  isolés  par 
une  parenllièse,  par  exemple  -1-7  —  ( —  i5)  —  (+  2). 

66.  —  La  définition  d'un  entier  plus  grand  qu'un  autre  reste  la 
même  qu'au  n"  2.  Comme  conséquence  :  fhi  entier  iicijitlif  est 
[lins  pel il  que  zéro  el  (jiie  n  importe  )jnel  entier  positif.  De  deux 
entiers  nei/alifs,  le  plus  ijrand  est  celui  (/ni  d  tu  plus  petite  rdieur 
absolue. 

67.  Somme  de  deux  entiers  dont  1  un  au  moins  est  négatif- 
—  Une  telle  somme  se  définit  par  les  égalités  : 

a  +  ( —  h)  =  a  —  //  si  a  ^  /) 

I  a  +  ( —  I))  =  —  {b  —  a)     si  n  <<  ti 

(l)  —  n  -^  t>     T=  —  (n     -  II)     si  o  >  /( 

I  —  n  -f-  ?/     =^  h  ■ —  fi  si  a  <^  Il 

—  a  -t-  (—/')  =  —  (a -f-  6) 

Quant  M  la  somme  d'un  nonihie  quelconque  de  lermes  positifs 
ou  négatifs,  elle  se  lait  de  [)roclie  eu  [iroclie  connue  pour  les  en- 
tiers positifs  (n"  12). 

68.  —  L'atidilion  ainsi  généralisée  jouit-elle  tles  mêmes  pro- 
priétés que  celle  définie  primitivement.  D'abord  est-elle  commnta- 
tivei' G'est-n-dire.  est-il  vrai  que 

—  a  ^  b  =  l>  -h  (—  a) 
et  que 

—  a  -h  ^—  />)  =  —  /'  -i~  (—  a)  ? 

Oui,  cela  résulte  immédiatement  des  formules  (1). 

69.  —  L'addition  généralisée  est  elle  associative  :'  Pour  le  voir. 
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examiiiDiis  tous  les  cas  qui  j)pii\ent  se  [«'ésoiiter  rplativcmonl  aii\ 
signes  des  ternies,  nous  avons  à  voir  si  l'on  a  les  scj)!  IoliihiIos  : 

a  -+-  b  -h  { —  c)  =  a  -H  [6  -H  ( —  c)] 

a  -t-  (—  fc)  -t-  c  =:  a  -)-  [( —  t)  -t-  cl 

a  +  (—  i)  -i-  (-e)  =  a  -H  [(—  b)  -h  (—  c)] 

■ —  fl  -H  />  -+-  c  ^  —  a  +  (b  -4-  c) 

—  a  -h  b  -~(—  c)  =  —  a  -\-  [b  -h  {—  c) 

—  a-i-{—  b)-\-c  =  —  a-h  [{—  b)  -+-  (■[ 

—  a  -+-  (—  '/]  -+-  (—  c)  =  —  a  -+-  l(—  b)  +  (—  c); 

C'est  ce  qui  se  vérilic  sans  ilillicuité. 

70.  —  De  la  coinniutativilé  et  de  I  associalivilé  de  l'addition 
généralisée  on  déduit  comme  pour  les  entiers  positifs  que  :  on  pi'ul, 
sans  clianf/er  une  somme,  changer  l'ordre  de  ses  termes,  ou  rem- 
placer plusieurs  termes  par  leur  somme.  Les  lliéorèmes  des  n"  21 
et  22  subsistent  aussi  quand  certains  des  entiers  a,  h.  ...  ou  tous 
sont  négalil's.  Le  tliéorcme  tlu  n"  23  n'est  plus  vrai,  on  doit  le 
renqjiacer  par  les  suivants  qui  comprennent  tous  les  cas. 

La  somme  'le  driu:  ternies  dont  l'un  est  positif  est  plus  ijrande 
que  l'autre. 

La  somme  de  deux  termes  dont  l'un  est  néijatif  est  plus  petite 
fjue  l'autre. 

La  somme  de  deu.v  termes  dont  l'un  est  nul  est  égale  ù  l'autre. 

Mais  le  ihéorènie  du  :;"  25  suhsisie  sans  modification. 

71.  Différence  de  deux  entiers.  —  La  délinilion  donnée  au 
n°  52  s'ajipiique  sans  modification,  mais  nous  allons  voir  que 
l'entier  ainsi  défini  e.risie  toujours  et  est  unique. 

Le  cas  ou  les  deux  enntiers  donnés  sont  positifs  et  où  le  [)re- 
mier  est  supérieur  on  égal  au  second  a  été  déjà  traité. 

Considérons  le  cas  où  les  deux  cntires  donnés  sont  positifs  et 
où  le  premier  est  inférieur  au  second.  Soient  a  et  b  ces  deux 
entiers  (a  <  b).  Il  faut  trouver  un  entier  qui  ajoute  a  b  donne 
a.  Or  on  sait  qu'il  n'y  a  pas  dentier  positif  ou  nul  répondant  à 
la  (piestion.  Clierclions  donc  un  entier  négatif.  Soit  —  x  cet 
entier. 


MOMBRES    ENTlEllS    NÉCA  IIFS  4» 

On  doit  avoir 

h  -+-  ( —  x)  =  a. 

Celte  condition  ne  peut  être  remplie  pour  une  valeur  de  x  supé- 
rieure ou  égale  à  b,  car  dans  ce  cas  h  -+-  ( —  x)  serait  égal  à 
—  {x  —  />).  entier  négatif  ou  nul.  Cherchons  donc  une  valeur  de 
X  inférieure  à  b.  Pour  une  Iclie  valeur  b  -+-  { — x)  est  égal  a  b  — x. 
On  doit  donc  déterminer  x  par  in  condition 


ce  qui  équivaut  à 


ou  a 


b  —  X  =  a 


l>  ^  a  -h  X 


X  =  h  —  a. 


On  voit  donc  qu'il  y  a  un  entier  négatif  et  un  seul  satisfaisant  à 
la  question,  l'entier  —  {b  —  «). 

Le  cas  que  nous  venons  de  considérer  est  celui  à  propos  duquel 
a  été  instituée  la  théorie  des  entiers  négatifs  (n"  65). 

Les  autres  cas,  diirérence  entre  lui  entier  et  un  entier  négatif, 
difl'érence  entre  deux  entiers  négatifs  se  traitent  de  la  même 
façon.  Les  résultats  sont  contenus  dans  l'énoncé  suivant  : 

Pour  retrancher  un  entier  d'un  autre,  il  suffit  d'ajouter  à  cet 
autre  le  premier  ehanijé  de  sujne. 

Comme  conséquence,  la  soustraction  devient  une  opération 
inutile  à  considérer  en  théorie.  L'ensemble  des  deux  opérations 
addition,  soustraction,  peut  se  remplacer  par  l'ensemble  des  deux 
opérations  addition,  changement  de  sic/ne. 

Les  théorèmes  des  n"'  53  à  59  subsistent  pour  la  soustraction 
généralisée,  on  le  démontre  sans  peine. 

Celui  du  n"  60  est  remplacé  par  les  suivants  : 

fji  différence  entre  un  entier  et  un  entier  positif  est  plus  petite 
que  le  premier. 

La  différence  entre  un  entier  et  un  entier  néijatlf  est  plus  ijrande 
que  le  premier. 

La  différence  entre  un  entier  et  un  entier  nul  est  é<jalc  an 
premier. 

Ceux  des  n''  61  et  62  subsistent. 
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72.  Produit  de  deux  facteurs  dont  l'un  au  moins  est  néga- 
tif. —  iJi' /initions. 

a{ —  II)  =  —  al) 
(—  n)l>  =  —  al) 

(-  «)  (-  '')  =  "b 
( —  a)  X  o  tr=  o 
o  X  {—  a)  =  o. 

On  remnnjnera  (jue  dans  lotis  1rs  eus.  la  valeur  n/wo/of  ilu  pm- 
iliiil  c(jal('  /('  produit  des  valeurs  absolues  des  fiieteiirs. 

La  multiplication  généralisée  est  encore  une  opération  coniuui- 
talive. 

73.  —  In  |)r()(hiit  (le  plusieurs  iMclciirs  se  définit  ((inuiie  au 
n"  32.  La  multiplication  généralisée  est  encore  une  opération 
associative,  lui  elTet.  examinant  tons  les  cas  cpii  peuvent  se  pré- 
senter. relali\omcnt  aux  signes  des  trois  facteurs,  on  a  à  examiner 
les  huit  liunniles  suivantes  : 

ahc  =  a(ljr) 
ab{—  c)  =  a,  6(—  (•) 
a[ —  l'){e)  =  a  ( —  b)c' 
«(-6)(-0)  =  «{-fc)(-c); 

(—  a]bc  =  (—  a)  (6c) 
(-  a)b(-  c)  =  (-  n)  ib[-  c)]  ■ 
(_a)(-%  =  (~«)  (-6)ci 
(_  a)  (-  //,,  (-  e)  =  (-  a)   (-  b)  (-  c[ 

La  première  est  déjà  démontrée,  les  autres  se  vérifient  facile- 
ment. 

Conséquence.  —  On  peut  sans  rlian'/er  nti  produit,  changer 
l'ordre  de  .s-g.ç  fadeurs,  ou  reniplneer  plusi<'urs  fneleurs  par  leur 
jiroiluit. 

74.  — Les  tliéorèmes  des  n"' 28  et  31  (mise  en  lacteur)  sub- 
sistent lorsque  certains  des  entiers  qui  y  ligurent  sont  négatifs. 
Démontrons-le  d'abord  lorsqu'il  y  a  deux  ternies  dans  la  [larcn- 
llièse.  Suivant  les  signes  de  ces  termes  on  a  sept  théorèmes  à 
<lémonlrer.  Soit  ])ar  exemple  le  sui\a[it  : 

(a  -I-  b)  ( —  m)  =  a(—  m)    ]-  b  ( —  m). 
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11  sfi  rckhiit  à 

—  (a  -I-  6)ni  =  —  am  -+-  ( —  6hi)  (n"  72) 

OU  à 

—  {am  H-  hm)  =  —  ain  —  lim         (n"  28  et  67^ 

ce  qui  est  vrai. 

Ensuite  on  voit  facilement  que  si  le  théorème  est  vrai  quand  il 
y  a  n  termes  dans  la  parenthèse,  il  est  vrai  quand  il  y  en  a.  n  -i-  i. 

Le  théorème  du  n"  63  se  généralise  de  la  même  façon. 

75.  —  Un  démontrera  aussi  sans  peine  les  théorèmes  générali- 
sations de  ceu.\  des  n"^  58  et  59.  Il  faut  même  remarquer  que  la 
démonstration  du  second  de  ces  théorèmes  se  simplifie.  Il  est  inutie 
en  effet  de  montrer  que  les  polynômes  employés  dans  la  démons- 
tration ont  un  sens,  car  toute  soustraction  étant  maintenant  pos- 
sible, tout  polviinmc  a  im  sens. 

76.  Multiplication  de  deux  sommes.  Généralisation  du 
théorème  du  n"  35.  —  Pour  mulliplier  deux  sommes  l'une  par 
l'autre  on  multiplie  chaque  terme  de  l'une  par  eliut/ue  terme  de 
l'autre  et  on  ajoute  les  résultats.  Ainsi  : 

'a  -h  (—  6)  -H  c  -H  i—  d)     m  -î-  „  -H  (—  p)  ^-  (—  .y)] 
=  am+a;i4-a( — p)-i-a(—q)-i-(—b)m+[ — />)«+( — b){—p)-^{ — b)[ — «/ 
~i-cin-hcn-hc{^p)-i-c( — */!-!-( — d)m—{—d)n-h{ — </)(— p)-t-(  — rf)( — 7). 

La  démonstration  du  n"  35  s'appiivant  sur  la  mise  en  facteurs 
subsiste  toute  entière. 

77.  ÏHÉoitÈME.  —  Pour  multiplier  deux  polynômes  l'un  par 
l'autre  on  multiple  chaque  terme  île  l'un  par  chaque  terme  de 
l'autre,  on  fait  précéder  le  produit  obtenu  du  siqne  -H  ou  du  siqne  — 
suivant  que  les  deux  Jacteurs  ont  le  même  siqne  ou  non.  Enfin  on 
ajoute  tous  les  résultats  obtenus. 

Ce  théorème  se  démontre  immédiatement  en  remarquant  que 
tout  polynôme  peut  être  considéré  comme  une  somme. 
Par  exemple  : 

a  -  -  b  -h  I-  —  d       n'est  autre  chose  que        a  -^  ( —  /<)  -t-  c  -+-  ( —  </) 
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et 

/«  -(-  H  —  /)  —  (]  n  »  lit  ~t~  Il  -+-  ( —  /))  +  ( —  q). 

I-ciir  produit  est  donc  roliii  (jni  a  été  tromé  au  n"  76. 

78.  Représentation  d'un  entier  négatif  par  une  seule 
lettre.  —  Dans  les  dt'inonslrations  piécéilcntus,  nous  avons  dû 
distinguer  dillérents  cas  suivant  que  les  entiers  que  nous  considé- 
rions étaient  positifs,  négatifs,  ou  nuls.  11  est  bien  évident  que  tout 
l'avantage  qu'il  peut  y  avoir  à  introduire  les  entiers  négatifs 
dans  les  calculs  serait  détruit  s'il  fallait  continuer  ainsi.  \  l'avenir 
donc  il  nous  arrivera  la  plupart  du  temps  de  sup|)Oser  qu'une 
lellre  seule,  sans  signe,  représente  soit  un  nombre  positif  soit  un 
nombre  négatif.  Alors  le  signe  ■+-  placé  devant  cotte  lettre  indique 
qu'il  faut  l'ajouter  à  ce  qui  précède,  le  signe  —  indique  qu'il  faut 
la  soustraire. 


Exeniplt 


c 


a  -\-  l)       si       a  — -  3,        ''  =  7  signifie     3  -1-  7  ou         10 

.si       a  =^  Cl,       i  7^^  —  7     signifie     3  -+-  ( —  7)     ou     —  4- 

L'écriture  -+-  a  isolée  signifier!,  l'écriture  —  a  signifie  le  nombre 
égal  à  a  mais  de  signe  contraire.  Par  exemple  si  '/  =  —  2,  —  a  =  2. 

Les  égalités  des  n'^  53  à  59,  62,  67  à  69,  72  et  77  subsistent. 

Tout  pol\ nome  peut  se  mettre  sous  la  lornic a-»- 6  -i-  ...  -t-y"-i-f/. 

a,  b,  ...  f,  (j  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

Par  conséquent  tout  polynôme  peut  être  considéré  comme  une 
sonuiie.  Les  nombres  a,  h,...  f,  7  en  sont  dits  les  termes. 

Quand  on  vnuilra  distinguer  spécialement  une  somme  dont  tous 
les  termes  sont  positifs,  on  diia  cpic  c'est  une  somme  anlliiitelujiie  ; 
une  somme  dont  les  termes  sont  positifs,  négatifs  ou  nuls,  sera 
dite  alf/ébririiie. 

La  valeur  absolue  d'un  entier  a  se  désigne  par  ]a|. 

79.  Puissances  d'un  nombre  précédé  du  signe  — .  • —    Il 

résulte  de  ce  qui  précède  que 

{--ay=  a'- 
(—  ay  =  —  a> 
(— û)'=        a- 
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c'est-à-dire  que  les  puissances  de  —  a  sont  alternativement  égales 
et  égales  mais  de  signes  contiaiies  aux  puissances  de  même  expo- 
sant de  a. 

Si  en  particulier  a  désigne  un  nombre  positif,  les  loi  mules  pré- 
cédentes montrent  que  les  puissances  de  —  a  sont  alternativement 
positives  et  négatives. 

NOTES 

I.  Les  entiers  négatifs  avant  été  introduits  dans  les  calculs  pour 
que  la  soustraction  devienne  une  opération  toujours  possible,  on 
peut  se  demander  si  c'est  la  seule  manière  d'arriver  à  ce  résultat.  La 
réponse  est  afiirmative  (à  des  différences  de  notation  près),  si  1  on  veut 
que  l'addition  continue  à  être  une  opération  unipare.  En  effet,  puisque 
la   soustraction   doit  être    toujours   possible,    les  expressions  o  —    i, 

o  —  2,  o  —  3 doivent  avoir  un   sens,   et  comme  aucune  de    ces 

expressions  n'est  égale  a  un  entier  positif,  elles  doivent  cira  égales  à  de 
nouveaux  nombres  qu'on  peut  appeler  entiers  négatifs. 

Deux  quelconques  de  ces  nouveaux  entiers  doivent  cire  dilTérents, 
rien  n'empêche  de  les  désigner  par  —  i,  —  2,  —  3,...  On  retrouve 
ainsi  la  théorie  développée  plus  haut. 

II.  —  Hermanx-Schubert,  définit  les  nombres  négatifs  de  la  façon 
suivante  (';  :  Les  entiers  >>  o  ayant  été  délinis,  et  les  règles  du  calcul 
algébrique  ayant  été  données,  on  considère  les  expressions  rationnelles 
par  rapport  aux  entiers  >"  o,  et  par  rapport  à  une  indéterminée  ;i.  On 
dira  que  deux  de  ces  expressions  sont  êijnles  lorsque  leur  différence  esl 
divisible  par  ;i  -i-  i . 

Exemple  :  -j/i  -(-  1  =:  Gn.  Ceci  revient  à  affecter  l'indéterminée  ;( 
d'une  propriété  fondamentale  du  nombre  —  r,  à  savoir  n  -f-  1  =  o. 
Connaissant  le  nombre  n  ;:=:  —  i,  le  nombre  —  a  se  définit  comme 
étant  an,  etc. 

(')  System.  Jer  Aritlimcùl;  imd    ilgi'bra,  Potsdam,   i885. 


C\iiE>.  —  Théorie  des  nombres,  t.  I. 


GllAl^lTlU:;  M 
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80.  Opérations  inverses.  —  Soit  c  =  F  (a  le  résultat  d'une 
opération  eUerlnéc  sur  un  entier  n.  Donnons-nous  c  et  cherchons  à 
calculer  a.  En  supposant  que  ce  problème  n'ait  qu'une  solution  il 
constitue  une  opération  bien  déterminée  cITectuée  sur  le  nombre  c, 
et  cette  opération  est  dite  l'inverse  de  l'opération  l-".  Par  exemple, 
l'opération  inverse  de  celle  qui  consiste  à  prendre  le  suivant  d'un 
entier,  est  celle  qui  consiste  à  prendre  le  [)récédent. 

Soit  c  =  F  [n,  b)  le  résultat  d'une  opération  ellectuéc  sur  deux 
entiers  a  et  b.  Donnons-nous  c  et  a  et  cherchons  à  calculer  b.  En 
su[)posant  que  ce  problème  n'ait  qu'une  solution,  il  constitue  une 
opération  bien  déterminée  elFectuée  sur  c  et  a,  et  cette  opération 
sera  dite  \a  première  inrerse  de  l'opération  F. 

Si  maintenant  on  se  donne  c  et  b,  et  qu'on  cherche  à  calculer  «, 
en  supposant  que  ce  problème  n'ait  aussi  qu'une  solution  il  cons- 
titue une  seconde  opération  qui  sera  dite  la  seconde  iiirerse  de 
l'opération  F. 

Si  l'opération  F  est  commutalivc,  les  deux  opérations  inverses 
n'en  l'ont  qu'une  qui  s'apjjellera  tout  sim|)lement  «  l'oiiération 
inverse  de  F  ». 

On  conçoit  qu'une  opération  effectuée  sui'  n  entiiM-s  ait  de  même 
n  inverses. 

L'addition  de  deux  entiers,  o])ératinn  commutative,  a  une  inverse 
qui  est  la  soustraction. 

La  multiplication  tlonnc  de  même  naissance  à  une  opération 
inverse  qui  est  la  division. 

81.  Définition.  —  On  appelle  ranpori  d'un  entier  a  à  im 
enli(M'  b,  un  entier  y  tel  que  a  =  bq. 
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L'opération  qui  a  pour  but  de  trouver  le  rapport  de  deux  entiers 
s'appelle  division.  L'entier  a  s'appelle  diridende,  l'entier  b,  diviseur. 

La  di>nsion  est-elle  toujours  possible?  Tout  d'abord  on  voit 
qu'on  peut  se  borner  au  cas  des  entiers  positifs,  car  de  la  relation 
entre  les  trois  entiers 

(i)  a  =  b,i 

on  déduit  la  relation  entre  leurs  valeurs  absolues 

(2)  Ia|  =  |fc|  k/[. 

Réciproquement  si  l'on  trouve  un  entier  \q\  satisfaisant  à  la  rela- 
tion 12)  on  en  a  imuiédialement  un  satisfaisant  à  la  relation  j),  à 
savoir  :  \q\  si  a  et  6  sont  de  même  signe,  —  |(y|  si  a  et  6  sont  de 
signes  contraires. 

Supposons  donc  les  deux  entiers  donnés  non  négatifs. 

Maintenant,  si  6  ^  o  et  a  3f  o  le  problème  est  impossible. 

Si  6  ^  «  =  o  le  problème  est  indéterminé,  tout  entier  ij  satisfait 
à  la  relation  (i).  '  " 

Supposons  a  et  b  positifs.  Examinons  encore  le  cas  particulier 
ou  6  =  1.  Dans  ce  cas  le  problème  est  possible  et  n'a  qu'une 
solution  q  ^=  a. 

82.  —  Mais  si  enfin,  a  et  b  sont  positifs  et  6  ;zf  i,  le  problème 
n'est  pas  possible  pour  n'importe  quelle  valeur  de  a.  En  effet  les 
produits  de  b  par  les  différents  entiers  positifs 

1  /<,         ib,         3  6,... 

ne  constituent  pas  la  .«uite  de  tous  l:'s  entiers  positifs,  car  la  dilTé- 
rence  de  deux  consécutifs  d'entre  eux  est  égale  à  b  et  non  pas  à  i. 
On  les  appelle  multiples  de  b. 

Le  problème  posé  est  possible  quand  a  est  un  multiple  de  b. 

L'entier  /;  est  dit  alors  un  diviseur  de  a.  On  dit  encore  que  a  est 
divisible  par  /'. 

Four  voir  si  un  entier  positif  a  est  umiliple  d'un  entier  ^)ositif  h, 
on  formera  la  suite  des  multiples  de  b  et  l'on  verra  si  l'un  d'eux  est 
égal  à  a.  Si  l'on  arrive  ainsi  sans  succès  à  un  multiple  de  b  qui 
soit  plus  grand  que  a,  c'est  que  a  n'est  pas  divisible  par  b.  Car  les 
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nuiltiples   suivants  de   /;  seront  aussi   plus  gr.inds  (|nc  a,   aucun 
d'eux  ne  sera  égal  à  a. 

Le  nombre  des  essais  à  faire  est  plus  petit  que  a,  car  b  étant 
plus  grand  que  i,  (ih  est  plus  grand  que  a. 

Nolatioii.  —  Le  rapport  de  a  à  h  se  note  ,  ou  </  :  h. 

Exemples.  —  Soit  à  clicrcher  le  rapport  de  32)  à  27.  Formant  les 

3ï  i 
multiples    de   2-,  on  trouve   que   le    la*'"»  est    32.'i.  Donc      _   =12. 

Soit  à  cliorclier  le  rapport  de  [)!i~  n  i^.  Formant  les  multiples  de  l4. 
on  trouve  que  le  O7''  est  égal  à  gSS  et  le  68''  égal  à  gbi.  Donc  il  n'y  a 
pas  de  rapport  de  o'i-  à  ij. 

Ce  procédé  est  le  seul  qu'on  puisse  employer  lorsque  le  diviseur 
n'a  qu'un  chillVe  et  que  le  dividende  est  plus  petit  (pie  dix  l'ois  le 
diviseur.  Dans  les  antres  cas  il  y  a  un  procédé  plus  court. 

Mais  avant  d'en  parler  nous  allons  délinir  une  noinelle  opération, 
généralisalion  de  la  précédente. 

83.  —  Soient  '/  et  /)  doux  entiers  quelconques  (positifs,  négatifs 
ou  nuls),  on  suppose  seulement  b  ■;z±  o.  Supposon>  de  plus  provi- 
soirement, que  a  ne  soil  pas  divisible  par  b. 

Il  n'existe  donc  aucun  multiple  de  b  qui  soit  égal  à  a. 

Mais  il  existe  deux  uudtiples  consécutifs  de  b,  entre  lesquelles 
est  compris  a,  appelons  '/''  le  |>lus  petit  des  deux.  On  a 

(jb  <i  a  <i  {q    \'  i )  b         si  ii  >■  o 

qb  <^  a  <li  [fj  —  \)  b         si  /<  •<  o. 

On  [)ent  d'ailleurs  réunir  ces  deux  cas  en  un,  en  écrivant  : 

qb  <  n  <  qb  -+-  |/^|. 

L'entier  y  est  dit  le  quoticnl  de  a  par  b  ('). 

Mais  maintenant,  pour  donner  une  définition  (pii  s'ap|>lique 
aussi  au  cas  où  a  est  divisible  par  b,  nous  définirons  le  quotient  a 
par  les  conditions 

(3)  qh<i,a<qb  -\-\b\. 

('  I  Souvent  on  appelle  quotient  ou  (|uoticnt  exact,  ce  que  nous  avons  appelé 
rapport,  et  quotient  à  une  unité  près  ce  que  nous  appelons  quotient. 
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Alors  si  le  rapport  de  a  h  b  existe,  il  est  égal  au  quotient  de  a 
par  h. 

L'opération  ainsi  généralisée  s'appelle  encore  division,  ou  si  l'on 
veut  préciser  division  à  une  unilé  près.  Celle  dont  nous  avons  parlé 
d'abord  s'appelle,  quand  on  veut  préciser,  difision  exacle. 

84.  —  L'entier  a  —  qb  s'appelle  rcA/e  de  la  division.  Désignons- 
le  par  /■  de  sorte  qu^î 

a  —  hq  ^=  r 
ou 

(h)  o  =  l'q  +  '•• 

En  remplaçant  dans  l'égalité  (.'5)  b(j  [)ar  sa  valeur  tirée  de  l'éga  - 
lilé  (4),  il  vient 

a  —  r  ^^  a  <^  n  —  r  +  1 1 1 
ou 

(5)  o<r<|61. 

Réciproquement  si  des  entiers  a,  b.  rj,  r,  satisfont  aux  conditions  (4) 
et  (5),  (j  est  le  quotient  et  ;•  le  reste  de  la  division  de  a  par  b. 

Pour  calculer  le  quotient  d'un  entier  par  un  autre,  on  opère 
connue  au  n"  32.  Quand  on  a  le  quotient  on  trouve  immédiatement 
le  reste. 

Exemples  : 
(I)  9Z17  =  (l4  X  67)  -f-  9. 

Donc  G-  est  le  quotient  et  ()  le  reste  Je  la  division  de  9^7  par  i4. 

ill)  —  9'i7  =  i4  X  (—  08)  -)-  5. 

Donc  —  C8  est  le  quotient  et  5  le  reste  de  la  division  de  —  947  par 
-  14. 

D'une  façon  générale,  connaissant  le  quotient  et  le  reste  de  la 
division  d'un  entier  positif  a  par  un  entier  positif  6,  il  est  facile 
d'avoir  ceux  des  divisions  de  a  par  —  6,  de  —  a  par  b  et  de  —  a 
])ar  —  b. 

Si  la  division  de  a  par  b  ne  se  l'ait  pas  exactement  on  a 

0  =  bq  -h  r  o  <;  r  <<  6. 
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On  en  déduit  : 

a  =  (—'';(— 5) -f- '•  o<r<\—b\ 

—  a  =  t( —  q  —  i)+'>  —  r         o  <^  b  —  r  <C  b 

—  a^{—b){q+i)  +  b  —  r      o  <  t  —  r  <  |—  t|. 

Donc 

—  q  est  le  quotient  et  r  le  reste  de  la  division  de  a  par  —  b 

—  (9  +-  I  )  »  b  —  r  n  —  CI  /) 

q  -h  i  »  b  —  )•  rt  —  a  —  /) 

Si  la  division  de  a  par  b  se  fait  exactemenl,  ceci  n'est  plus  vrai. 
Dans  ce  cas  le  quotient  de  la  division  de  a  par  —  fc  ou  de  —  a  par 
/(  est  —  Y'  celui  de  la  division  de  —  a  pai'  —  h  est  q,  et  le  reste 
est  /éro  dans  tous  les  cas. 

Notalion.  —  Le  quotient  de  la  division  de  a  par  h  se  ilésigne 

souvent  par  E  U  j- 

85.  Règle  de  la  division.  Pitoiii.icMi..  Calculer  le  qiiolieni  et  le 
reste  de  la  <livision  d'un  entier  a  par  un  entier  b.  —  On  [>eut  sup- 
poser a  et  h  positils.  Comme  pour  les  opérations  précédentes  nous 
nous  bornons  au  principe  de  l'opération  sans  entrer  dans  le  détail 
des  simplifications  que  sujigcre  la  pratique. 

Cas  particulier.  —  Le  dirisenr  el  le  quotient  n'ont  qu'un  chiffre. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  le  quotient  n'a  qu'un  chilTre.  11 
sullil  d'écrire  un  zéro  à  la  droite  du  diviseur  et  de  constater  que 
le  résultat  obtenu  est  [ihis  grand  (jue  le  dividende. 

Dans  ce  cas  on  emploie  le  procédé  du  n°  84. 

Cas  ç/e'néral.  —  Soit  à  diviser  97  629  1 37  par  ag  63/| . 

En  formant  les  produits  du  diviseur  par  10,  loo,  1000,  ...,  on 
voit  que  le  quotient  est  compris  entre  1000  inclus  et  loooo 
exclus.  Formant  ensuite  les  produits  du  diviseur  par  •.>  000, 
3 000,  etc.,  on  voit  que  le  quotient  est  compris  entre  3 000  inclus 
et  1  000  exclus.  On  a  ainsi  le  premier  chiffre  du  quotient  qui  est  3. 
On  abrège  la  rccberclie  de  ce  chiffre  en  remarquant  qu'il  est  au 
plus  égal  au  quotient  de  9  par  2.  Soit  en  elTet  q  ce  quotient. 
On  a 

9  <  (7  -h  i)a 
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d'où 

f)0  000  000 -<' {7    !- 0 1 000  X  aoooo 

et  comme  les  deux  iiicmhres  diUerent  an  moins  do  io\ 

<)7<J29  10-  •<    (/  -h  i)  1000  X  20000 
cl  par  suite 

'(j7  629  137  <C  {(j  -+-  1)1000  X  2<)(334. 

Ici  (jT=  !x.  Au  lieu  de  multiplier  le  diviseur  par  1000,  2000.  ..., 
on  le  multiplie  par  4  000,  H 000,  ...  On  trouve  ainsi  que  le  pre- 
mier chiffre  du  quotient  est  3. 

Si  maintenant  on  retranche  du  dividende  le  produit  du  diviseur 
par  3  000  on  obtient  un  reste,  et  Ton  voit  sans  peine  que  la  partie 
manquante  au  quotient  est  le  quotient  de  ce  reste  par  le  diviseur. 

On  est  donc  ramené  à  une  nou\elle  division  dans  laquelle  le 
quotient  a  un  cliiffre  de  moins  que  dans  la  proposée.  De  proche 
en  proche  on  déterminera  ainsi  tous  les  chiffres  du  quotient.  Le 
dernier  reste  obtenu  est  le  reste  de  la  division.  S'il  est  nul  la  divi- 
sion se  fait  exactement. 

86.  Application  au  problème  du  no  49.  —  Pour  avoir  le 
dernier  chiffre  à  ilroile  (l'un  entier  dans  le  systhnc  de  base  f-j,  il 
suffit  de  diviser  cet  entier  par  ^-j,  et  de  prendre  le  reste  de  la  divi- 
ion.  Pour  avoir  l'avant  dernier  chiffre,  il  suffit  de  diviser  le  quo- 
tient de  cette  <livision  par  ^  et  de  prendre  le  reste  ;  etc. 

Soit  l'entier  qui  s'écrit  abcde  dans  le  système  de  base  j5.  Il  est 


s 


égal  à 


a3''  -t-  bV  -+-  c?-  +  d'^  -h  e 
(ap  +  bp'-  -^  (-3  -i-  J)3  -t-  e 


d'ailleurs 


o  <<  e  ■ 


Donc  ((  est  le  reste  de  la  division  de  abale  par  f-^.  D'ailleurs  le 
quotient  est  abcd.  On  verra  donc  de  même  que  (/  est  le  reste  de  la 
di\  ision  de  ce  quotient  par  li,  etc. 
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Exemple.  —  Soit  l'entier  écrit  i  2.34  dans  le  système  décimal.  L'écrire 
dans  le  système  de  base  6.  On  l'ail  les  divisions  suivantes  : 


I  a34:6 
34  ao5 
4    25 
1 


3Ï'6 
45 


L'entier  proposé  s'écrit  "j/ii'i  dans  le  système  de  base  (i. 

2"  Exemple.  —  Soit  l'entier  écrit  li'.\-2i  <ltins  le  système  de  base  G, 
l'écrire  dans  le  système  décimal.  On  pourrait  opi'rer  de  niôine,  les  di- 
visions ('tant  laites  dans  le  svstème  de  basé  G  ;  mais  comme  on  n'a  pas 
l'babiludc  de  calculer  dans  ce  svstème,  il  vaut  mieux  procéder  d'après 
le  tliéorèmc  suivant  : 


Etant  donné  un  entier  écrit  abcd  ...  l  dans  le  système  de  base  3,  pour 
l'écrire  dans  le  système  de  base  jî',  on  mulliplie  a  par  3,  on  ajoute  ban 
résultai,  on  ntultiplie  le  résultat  par  fi,  on  ajoute  c  au  résultat,  et  ainsi  de 
suite,  jus<]u'à  l'aildition  du  dernier  chiffre  ;  toutes  ces  opérations  étant 
ejjectuées  dans  le  système  de  base  3'. 

En  ell'et,  en  ajoutant  a  par  b  et  ajoutant  b.  on  obtient 

n3  -H  /'  ou  ab 

en  multipliant  le  tout  par  ;i  et  ajoutant  v,  on  obtienl  : 

a'i-  -+-  b'i  ~:    c  ou  abc 

etc. 

Appliquant  à  l'exemple  trouxé  on  trouve 

(4  X  6)  +  3  =  27 

(27  X  6)  -I-  2  =  i64 

(i64  X  61  H-  i  =  985 

3'  exemple.  —  Soit  le  nombre  écrit  4  asS  dans  le  système  de  base 
7  l'écrire  dans  le  système  île  base  13. 

On  peut  employer,  soit  le  jiremier  procédé  en  faisant  les  calculs 
dans  la  numération  à  base  7  ;  soit  le  second  en  faisant  les  calculs  dans 
la  numération  à  base  12.  Il  sera  plus  facile  de  transformer  d'abord  le 
nombre  propose  dans  le  système  décimai  [lar  le  sccoml  procédé,  puis 
dépasser  du   système  décimal   an  système  de  base  12  par  le  premier 
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procédé,  (Nous  représentons,  dans  le  système  de  base  12,   les  nombres 
dix  el  onze  par  les  signes  »,  ^). 


(4  X  7)  -r-  2  =  3o  I  487  I  2 


(3o  X  7)  -I-  3  ^  ai2  28 

(ai2  X  7)  -H  3  =  1^87  47 

1 1 
Réponse  :  x'i'i. 


123 

3 


12 
10 


87.  Reste  négatif,  reste  minimum.  —  On  peut  définir  le 
reste  /•  de  la  division  d'un  entier  a  par  un  entier  b,  comme  étant 
la  différence  entre  a  et  le  plus  r/rand  multiple  de  b  qui  ne  dépasse 
pas  a.  On  appelle  de  même  reste  né'/atif  la  différence  entre  a  el  le 
plus  petit  multiple  de  b  qui  dépasse  a.  Celte  dilTcrence  est  négative, 
.^ppelons-là  —  /• .  On  a  entre  r  et  ;•'  la  relation 

/•  -+-  r'  =  'b\ 

Exemple.  —  9^7  =  (i4  X  67)  -h  9  =  (i4  X  68)  —  5.  Le  reste 
positif  est  9,  le  reste  négatif  est  —  5. 

Comme  on  le  verra  par  la  suite,  il  v  a  beaucoup  de  calculs  où 
l'on  peut  employer  indifféremment  ;■  on  r  ,  il  pourra  donc  y  avoir 
avantage  à  employer  celui  des  deux  (jui  est  le  plus  petit  en  valeur 
absolue.  On  l'appelle  le  reste  minimum.  Dans  l'exemple  précédent 
c'est  —  5.  Il  peut  d'ailleurs  arriver  que  les  deux  restes  soient 
égaux  en  valeur  absolue.  Par  exemple 

162  =  (12  X  i3)  +  6  =  (  12  X   i4)  —  l). 

Remarque.  —  Le  mot  «  reste  »  sans  épitliète,  désignera  tou- 
jours le  reste  que  nous  avons  défini  d'abord. 

88  Recherche  abrégée  du  reste  de  la  division  d'un  entier 
par  un  autre.  Caractères  de  divisibilité.  — On  s'appuie  sur  le 
théorème  suivant  :  Le  reste  de  la  dicision  d'un  entier  par  un  autre 
ne  chantje  pas  quand  on  awjmenle  ou  diminue  le  premier  d'un 
multiple  du  second. 

Car  si  a  divisé  par  m  donne  comme  reste  ;•,  on  a 

a  =  inq  -f-  r         (o  -s^  r  <  m). 
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d'où  en  ajoutant  aux  deux  membres  un  mulliiile  Itiii  de  m 

a  -+-  hm  =  m[fi  -I-  /i)  -t-  r         (o  <C  ;•  <  m), 

ce  (jui  démontre  le  ihéorômc 
Corollaire.  —  Soit 

r,  le  reste  de  la  di\ision  de  lo  par  m 

To  »  1)  lO-        I) 

r,  »  »  lo^     1) 

etc. 

le  reste  <le  la  division  par  m  de  l'entier  de  n  rhiffres  ab  ...  ghi;  est 
le  même  qne  celui  de  la  division  par  m  de  l'entier 

(6)  r„^ia  -+-  r„_.^b  -+-  ...  -H  r.q  H-  ;-,/i  -+-  k. 

En  ell'et  :  ces  deux  entiers  dilK-renl  d'un  nnillii)lo  de  m. 

Remarque.  —  Dans  cet  énoncé,  ;•,,  r^,  ...  désignent  indiffé- 
remment les  restes  ordinaires,  ou  les  restes  négatifs,  ou  les  restes 
niininiunis. 

l'.onséquence.  —  Si  les  entiers  ri,  ri,  ...  sont  simples,  il  n  a 
avantage  pour  chercher  le  reste  de  la  division  de  l'entier  ab  ...  glik 
par  //(,  à  lu  remplacer  par  l'entier  >G). 

89.  Application  au  diviseur  2.  —  l.c  reste  de  la  division  d'un 
entier  par  '2  est  le  rnàne  c/ue  le  reste  de  la  division  par  ?  de  son 
dernier  chijjre. 

Car  lo,  loo,  ...  étant  divisibles  par  •> ,  les  tpiantilcs  /'i,  ;•;,  ... 
du  théorème  précédent  sont  nulles  (?t  l'entier  G)  se  réduit  au 
dernier  chiffre  A. 

Corollaire.  —  Une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (jn'un 
entier  soit  divisible  par  2  est  que  son  dernier  chiffre  soit  l'un  des 
suivants  :  o,  2,  4,  (">,  8. 

Définition.  —  Un  enlier  divisible  par  :>.  s'ap[)olle  un  nnnihre 
pair,  un  entier  non  divisible  par  2,  un  nombre  impair. 

90.  Application  au  diviseur  5.  —  On  voit  de  même  que  le 
reste  de  la  division  d'un  enlier  par  ô  est  te  même  que  le  reste  de  la 
division  par  5  de  son  dernier  chiure,  cl  que  :   une  condition  néces- 
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saire  et  saffisanle  pour  rjn'ntt  entier  soit  divisible  par  5  est  que  son 
dernier  chiffre  soit  l'an  des  suivants  :  o,."). 

91.  Application  au  diviseur  9.  —  Touti;  [)uissance  de  lo 
divisée  par  9  donne  comme  reste  i .  on  le  voit  en  faisant  la  divi- 
sion. Les  nombres  /•,,  ;•.,...  du  lliéorème  jnécédeiit  sont  donc  tous 
égaux  à  I,  et  ion  a  le  théorème  suivani  : 

Le  reste  île  la  <livision  d'un  entier  pur  9  est  le  même  (jue  le  reste 
de  lu  division  par  9  de  la  somme  de  ses  chiffres. 

Corollaire.  —  [.'ne  condition  nécessaire  et  suf/isanie  pour  qu'un 
entier  soit  divisible  par  9  est  cjuc  la  somme  de  ses  chiffres  le  soit. 

Application  au  diviseur  3.  —  Le  nombre  3  étant  un  diviseur 
de  9,  il  en  résulte  immédiatement  que  le  reste  de  la  division  d'un 
entier  par  3  est  le  même  que  celui  de  la  division  pur  'i  de  la  somme  de 
ses  chiffres,  et  que  :  une  condition  nécessaire  et  su  f/tsanie  pour  qu'un 
entier  soit  divisible  par  o  est  que  la  somn^e  de  ses  chiffres  le  soit. 

92.  Application  au  diviseur  11.  —  l'ourle  dixiscur  1 1 ,  on  a 

'",  =  1(1,       r^  =  1 ,       '".j  =  i<>,       '"4=1,  etc. 
On  le  voit  en  faisant  la  division  : 
10 000  ...Il  I 


100      1909  ... 

I  ... 

On  voit  que  les  restes  sont  allcrnativement  10  et  i,  ou  ce  qui 
revient  au  même  —  i  et  i.  Donc  : 

Le  reste  de  la  division  d'un  entier  par  1  1  est  le  même  que  celui 
<ie  la  division  par  11  de  la  di[férence  entre  la  somme  de  s. s  chiffres 
de  rani/s  impairs  et  la  somme  de  ses  chiffres  de  ranf/s  pairs. 

Une  condition  nécessaire  et  suf/isanle  pour  qu'un  nombre  soit 
divisible  par  1 1  est  que  cette  somme  le  soit. 

Tels  sont  les  théorèmes  de  ce  genre  les  plus  simples  et  d'une 
application  pratique.  On  peut  les  généraliser  pour  une  base  quel- 
conque. On  obtient  ainsi  les  théorèmes  suivants  que  nous  nous 
contentons  d'énoncer  et  d'où  l'on  déduit  immédiatement  les  carac- 
tères de  divisibilité. 
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Théorèmes.  —  I.  '/  éuint  un  diviseur  de  la  base  b,  le  reste  de  lu 
d/L'ision  d'un  entier  par  d  est  le  mcme  (jue  le  reste  de  la  division 
par  d  de  son  dernier  chiffre. 

II.  d  âinnt  un  diviseur  de  II  —  i,  le  reste  de  la  division  d'un 
entier  par  d  est  le  même  que  le  reste  de  la  division  par  d  'le  la 
somme  de  ses  chiffres. 

III.  d  étant  un  divi.^eur  de  h  -h  i,  le  reste  de  ht  division  il' un 
entier  par  d  est  le  nicnic  (jne  celui  de  la  division  par  il  de  la  diffé- 
rence entre  la  somme  de  ses  chijjres  de  ranns  impairs  et  la  somme 
de  ses  chiffres  de  ramjs  pairs. 

En  particulier  un  entier  écrit  dans  le  système  décimal  peut-éirc 
considéré  comme  écrit  dans  le  système  de  base  loo.  en  le  sé[)aranl 
en  tranches  de  deux  cliifTres  à  partir  de  la  droite,  la  aernièro 
Iranclie  à  gauche  pouvant  n'avoir  qu'un  chilTre;  chaque  tranche 
étant  considérée  comme  un  chillVc. 

D'où  (en  ne  considérant  que  les  diviseurs  qui  ne  l'ont  pas 
encore  été).  Le  reste  de  la  division  d'un  entier  par  !\  ou  9.0,  ou  a5 
ou  5o,  est  le  même  que  le  reste  de  la  division  par  !\  ou  20,  ou  aô 
ou  5o  de  l'entier  formé  par  ses  deux  derniers  chiffres.  Le  reste  de 
la  division  d'un  entier  par  33  ou  99  est  le  même  que  celui  de  la 
division  par  3.'>  ou  99  de  la  .wmme  des  nombres  obtenus  en  parta- 
qeant  ce  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la  droite 
{la  dernière  tranche  à  ijauche  pouvant  n'avoir  qu'un  chiffre,  etc.). 

On  a  des  théorèmes  analogues  pour  8  et  ia5,  diviseurs  de  1  000, 
pour  37,  111,  333,  999,  diviseurs  de  i  (joo  —  1  pour  7,  10,  77, 
91,  1^3,  looi,  diviseurs  de  1000  -h  1. 

93.  liiKORÈME.  —  a,  b,  m  étant  trois  entiers  quelconques,  dnnt 
le  dernier  est  positif,  le  quotient  de  ma  par  ndi  est  éfjal  à  celui  de  a 
par  b  ;  /(•  reste  de  ma  par  mb  est  éqat  au  proihiil  par  m  de  celui  de 
a  par  II 

Kn  ell'cl  suit  q  Ir  (|uo[ient  de  a  par  b  et  ;•  le  reste. 

On  a 

a  =  Iwj  -f-  r  (o  <^  »•  <  t), 
d'où 

'  ma  ^=  (inb)  q  -+-  nir  (o  <;  mr  <;  mh), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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On  verra  facilement  comment  il  laul  niodifier  l'énonce  dans  le 
cas  ou  m  <  o. 

Cas  particulier.  —  Si  a  est  divi.sihle  par  h,  ma  est  divisible  par 
mh,  d'ailleurs 

ma  n 

m  b        h  ' 

Ce  dernier  énoncé  subsiste  si  m  <  o. 

94.  —  Disons  un  mot  ici  de  l'opération  inverse  de  l'élévation 
aux  puissances.  Elle  consiste,  étant  donné  un  entier  a,  à  en  trouver 
un  a\itrc  qui  élevé  à  la  puissance  n«^"'^  donne  a.  D'après  ce  qu'on  a 
dit  au  n°  79.  il  suffit  de  considérer  le  cas  où  a  et  l'entier  cherché 
sont  positifs.  Ce  dernier  se  désigne  par  y  a  et  s'appelle  la  racine 
iième  Je  a.  Pour  7i  =  2  on  écrit  \  a  et  l'on  dit  :  lacine  carrée  de  a. 
Pour  R  =  3  on  dit  racine  cubique. 

D'ailleurs  en  général  la  racine  /i'^'""  d'un  entier  [lositif  n'existe 
pas.  En  effet  la  suite  des  puissances  n^"^^^  des  entiers  positifs  ne 
comprend  pas  tous  les  entiers. 

Pour  voir  si  un  entier  positif  a  a  une  racine  ««■"'<=,  on  encore, 
comme  on  dit,  s'il  est  une  puissance  n""^  parfaite,  on  verra  s'il  se 
trouve  dans  cette  suite.  On  simplifiera  les  essais  :  i"  en  remar- 
quant que  si  a  est  compris  entre  lo'"  et  lo""^"".  sa  racine  «<''"•=  si 
elle  existe  est  comprise  entre  lo''  et  lo''^',  2°  en  remarquant 
que  cette  racine  est  un  diviseur  de  a. 

Maintenant,  on  peut  généraliser  la  définition  de  la  façon  sui- 
vante. On  appelle  racine  /(^"'^  d'un  entier  positif  a,  à  une  unité 
près,  l'entier  ;■  satisfaisant  aux  conditions  : 

;•"  <  a  <  (r  -+-  i)". 

11  est  évident  que  cet  entier  /•  existe,  est  unique  et  se  confond 
avec  la  racine  n*™«  précédemment  définie  quand  celle-ci  existe.  La 
différence  a  —  ;•"  s'appelle  le  reste  de  l'opération.  Elle  est  nulle 
quand  la  racine  «<""«  de  a  existe.  Aous  reviendrons  sur  celte 
question. 
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95.  TiiÉORKME.  —  SI  fies  cnlicrs  a,h.c,  ...  /  snnl  divisibles 
par  un  entier  m,  il  en  esl  de  même  de  ax  -H  by  -t-  cz  -\-  ■■■  h  fu,\ 
X,  Y.  z,  ...  n,  élant  des  entiers  (jaelconijues. 

Car  des  égalités 

a  =  nia' 
h  ^  mb' 

«  •  •  • 

on  lire 

ax  -i-  by  -h  ...  -)-/(i  =  m  (a'x  -+-  b'y  -+-  ...  ~hfu). 

Cas  pnrllrnliers.  —  Si  des  entiers  sont  tlii'isil)les  par  an 
entier  m,  il  en  est  de  nicme  de  lenr  somme. 

Si  deux  entiers  sont  dieisiljles  par  an  entier  m,  il  en  esl  de 
même  de  lenr  différence. 

Si  un  entier  a  est  divisible  par  un  entier  m,  il  en  est  de  même  des 
multiples  de  a. 

Remarquons  que  deux  entiers  éipinx  mais  de  sirjnes  eoniraires 
ont  les  mêmes  diri.seurs  et  que  si  un  entier  admet  le  dwiseur  d,  il 
admet  aussi  le  divi.seur  —  '/.  En  conséqiienre  on  se  bornera  dans 
ce  qui  va  suivre  aux  entiers  et  aux  diviseurs  positifs. 

Puoiii.KMK.  Truurer  tnus  les  diriseurs  d'un  entier  positif.  —  Un 
essayera  les  divisions  de  cet  entier  par  tous  les  entiers  positifs  plus 
petits  que  lui.  Soil  par  exompio  l'entier  /|5.  On  trouve  que  ses 
diviseurs  sont  i,  3,  5,  9,  i5,  /|5. 
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Le  plus  petit  îles  diviseurs  est  toujours  l'unité,  le  plus  "^Tand  est 
l'entier  lui-niêinc. 

Nous  verrons  plus  loin  (n°  399^  un  moyen  plus  rapide  de 
résoudre  ce  problème. 

96.  Diviseurs  communs  à  plusieurs  entiers.  —  Des 
entiers  positifs,  ont  toujours  au  moins  un  diviseur  commun,  à 
savoir  i.  Il  arrive  d'ailleurs  qu'ils  en  ont  d'autres.  Proposons- 
nous  de  trouver  tous  les  diviseurs  communs  à  des  entiers  donnés. 
On  peut  y  arriver  en  essayant  toutes  les  divisions  de  chacun  de 
ces  entiers  par  chacun  des  entiers  plus  [lelils  que  le  [ilus  petit 
d'entre  eux.  Mais  on  abrège  beaucoup  de  la  façon  suivante  . 

Dii'iseurs  communs  à  deux  entiers.  Théorème.  —  Les  diiuseurs 
communs  à  deux  entiers  positifs  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs 
communs  au  plus  petit  de  ces  deux  entiers  et  an  relse  de  la  divi- 
sion du  plus  grand  par  le  plus  petit. 

Soient  a  et  6  ces  deux  entiers  (a  >>  b,  (j  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  a  par  b  et  /•  le  reste.  On  a 

a  =  bq  -h  r.     ' 
r  =  a  —  hq. 

La  première  de  ces  deux  égalités  montre  que  tout  diviseur 
commun  à  6  el  à  ;■  divise  aussi  a  et  par  conséquent  est  un  diviseur 
commun  à  a  el  k  b. 

La  seconde  montre  que  tout  diviseur  commun  à  a  et  à  b  divise 
aussi  ;•  et  par  conséquent  est  un  diviseur  commun  à  6  et  à  r. 

Donc  les  diviseurs  communs  à  a  et  à  b  sont  les  mêmes  que  les 
diviseurs  communs  à  b  et  à  r. 

Conséquence.  —  Le  problème  posé  sur  les  deux  entiers  a  et  6  se 
ramène  au  même  problème  sur  les  deux  entiers  b,  r.  Ce  dernier  se 
ramène  de  même  à  celui  sur  les  deux  entiers  ;■,  r  ,  (r  étant  le  reste 
de  la  division  de  b  par  ;•)  et  ainsi  de  suite.    Mais  comme 

r<  6 
r  <  r 
r"  <;  r' 
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an  bout  d'un  certain  nonihrc  d'opôrations,  il  arrivera  que  lo 
plus  petit  des  deux  entiers  sur  lesquels  on  a  à  opérer  sera  nul.  On 
est  donc  ramené  à  chercher  les  diviseurs  communs  à  un  entiers/ et 
à  l'entier  zéro.  Ce  sont  les  diviseurs  de  d. 

Il  faut  daillcurs  (ixer  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divi- 
sions à  elTectuer.  On  en  a  immédiatement  une  à  savoir  ;•  -(-  i ,  car 
le  deuxième  reste  est  au  plus  /•  —  i,  le  troisième  au  plus  ;■  —  u, 
etc. 

Exemple.  —  Soient  les  entiers  77715  et  3-2i5.  i-cs  divisions  à 
efTeclucr  sont  :    les  quotients  sont  placés  au-dessus  des  diviseurs) 


7771537315 

3  2851  4  365 

!    1080 


1 1 
3a85 


45 


3|34 
I  080  45 


180 

G 


Les  diviseurs  communs  à  7771J  et  à  37215  sont  donc  les  diviseurs 
de  45,  c'est-à-dire  1,  3,  5,  9,  i5,  45  (n"  95). 

Rcniairjuc.  —  Rien  ne  sera  changé  dans  le  raisonnement  si  au 
lieu  des  restes  ordinaires  on  emploie  les  restes  négatifs  ou  les  restes 
minimums. 

Exemple.  — Soient  les  deux  entiers  8383  et  1750.  Employons 
les  restes  minimums 


47 

9 

5 

i5 

83  8-22 

1  700 

'7^ 

^ 

13823 

148 

-,  N 

.572 

Les  diviseurs  communs  à  83  82-2  et  à  1  700  sont  les  diviseurs  de  2. 
Il  aurait  fallu  se|)l  divisinns  au  lieu  de  quatre,  si  Ion  avait  euiplové 
les  restes  ordinaires. 

On  a,  dans  ce  cas,  une  limite  du  iioiidjre  d'opérations  de  la  la^on 
suivante  : 

Le  diviseur  d'une  division  est  au  moins  égal  à  deux  fois  le  reste 
minimum.  D'ailleurs,  le  reste  de  l'avant  dernière  division  est  au  moins 
égal  à  1.  Donc  celui  de  la  précédente  est  au  moins  égal  à  a.  celui  de 
la  précédente  à  k,  etc.  Si  ou  désigne  par  n  le  nombre  de  divisions 
effectuées  et  par  r  le  reste  de  la  première,  on  a  : 


;•  >  2  "- 
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On  on  dôduit  iiiio  liniilc  snpc'rieurc  de  n  en  clicrclinnt  dans  la   suilc 
des   puissances   do  3,   les  doux  consôculivcs  entre  los(juclIcs  est  r.  Soit 


On  a 


d'où 


d'où 


2'  ■<  ''  <  a"  '. 

2"+'  >  a"-^ 

!  -h  I  >  H  —  2 

n  -^  (  -(-  3. 


97.  Plus  grand  diviseur  commun   de  deux   entiers.  —  De 

ce  qui  précède  résulte  le  tliéoréuie  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donné  deux  entiers  a,  h.  on  peut  trouver  un 
entier  positif  d  tel  rj ne  les  diviseurs  communs  à  a  et  h  soient  les 
diviseurs  de  d.  En  particulier  '/  est  évidemment  le  plus  grand  de 
tous  ces  communs  diviseurs.  Nous  le  désignerons  souvent  par 
D(a,  h). 

Itemarques. 

D  (.1,  o)^a 
D(a   i)  =  I. 

Si  a  est  divisible  par  b,  D  (a,  b)  =  b.  Réciproquement  si 
D  ('(,  h)  =  b,  a  est  divisible  par  b. 

Le  ibéorèmc  qu'on  vient  d'énoncer  dans  ce  numéro  peut  encore 
s'énoncer  : 

Tout  diviseur  commun  à  deux  entiers  est  un  diviseur  de  leur 
plus  fjrand  commun  diviseur. 

98.  ïniioRiiME. 

D  (ma,  mil)  =  m  D  (a,  !>). 

Pour  le  démontrer  nous  nous  appuierons  sur  le  ibéorèuiedn  n'93. 

Il  lésnltedcre  tliéorème  que  si  on  ell'ectue  sur  mu  et  mb  les 
opérations  qui  donnent  leur  plus  grand  commun  diviseur,  les  divi- 
dendes, diviseurs  c't  restes  des  divisions  successives  seront  ceux  qu'<in 
aura   trouvés  dans  la   recherclie  ilu  plus  grand  commun  divise  ir 

Caiien,  —  'lliôoiic  (les  nomljres    t.  I,  5 
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de  <i  et  h,  et  dans  le  même  ordre,  mais  respectivement  multiplies 
p.ir  ni.  Donc  en  [lailicnlicr  le  dernier,  c'est-à-dire  le  plus  ^Tand 
lonmiun  diviseur  de  nxi  et  mb  sera  égal  au  [)lus  frniiid  coninuin 
di\isour  de  a  et  /).  multiplié  par  /;j. 

99.    1  iiÉoiiÈME.    —  il  élaitl  un   dirlsettr  cuninnin  à  aclb,  on  a  : 
(a    b\        D(g.  6) 

"U- dj—     d    .• 

Ti  suffi!  d'ap[>1i<]uer  le   théorème  précédent  en  remplaçant  «,  h, 
ni,  respectivement  par   ,.    ,,  d.  On  olilient 


d'où 


D,a,6)  =  c/D(°,^) 

n/"    ''\_I>('a.  6) 
"U"  d!  —       d       • 


Cas  ixtrtlculicr.  —  Si  l'on  suppose  que  f/  _=  D  (a.  b)  il  vient 

b 


^[D(a,b)'    D(a.  fcjj  — 


100.  Définition.  —  Ou  dit  cpic  deu\  entiers  sont  premier.; 
entre  en.c  lorsqu'ils  n'ont  pas  d'autre  commun  diviseur  que  i  ;  ou, 
ce  qui  revient  au  même  lorsque  leur  plus  grand  commun  diviseur 
est  1. 

I,c  cas  particulier  du  théorème  du  n°  99  peut  s'énoncer: 
Théouème.  —  Lorsqa'on  divise  deux  entiers  par  leur  plus  grand 
comninn  diviseur  les  ijuotients  obtenus  sont  preinicr.<<  entre  eu,c. 

E.reinpte.  —  Nous  avons  vu  que  7771Ô  et  3-210  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  .'|5.  Donc  les  quotients  par  /iô,  soient  i  727 
et  827  sont  premiers  entre  eux. 

Hccipror/ue.  —  Si  après  aroir  dieisé  deux  entiers  pur  un  iliei- 
srur  eonunun,  les  (jaotienis  olitenas  sont  premiers  entre  eux,  ce 
diei.teur  commun  est  le  plus  grand. 

101.  Remurf/ue.  —  Le  théorème  du  n°  99  sert  à  simjilifier  la 
recherche  du  })lus  grand  commun  diviseur  de  deux  entiers,  lors- 
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qu'on  apeiçoil  immédiatement  un  divisenr  commun.  Ainsi  dans  le 
cas  des  deux  enlieis  7771  j  et  37-.>.ir),  on  aperçoit  immédiatement 
le  diviseur  commun  5.  Divisant  les  deux  entiers  par  5  on  oblienl 
les  quotients  i5  543  et  7  'i\'.\. 

On  a[)cr(;oit  encore  le  tliviseui'  commun  ij,  les  quotients  sont 
I  727  et  <S27. 

Opérant  sm-  ces  deux  nombres  on  trouve  i  comme  plus  grand 
commun  diviseur.  Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
nondjres  lÔ  .")'|3  et  7  4-13  est  ij  et  celui  des  deux  entiers  proposés 
est  _'|5. 

102.  Diviseurs   communs  à   plus   de  deux  entiers.  —  La 

méthode  à  appliquer  est  la  même  que  pour  deux. 
Soient  les  deux  entiers  positifs 

(i)  a,b.c,  ...  k,  l. 

Soit,  pour  fixer  les  idées 

a  >  6  >  c  ...  >  /i  >  /. 

Divisons  a,  b,  ...  h  par  /.  Soient 

r,  s,  ...  n 

les  restes  de  ces  divisions.  On  voit  sans  peine  que  les  diviseurs 
•comnmns  aux  entiers  (i)  sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  com- 
muns aux  entiers 

(2)  r,  a,  ...  Il,  l. 

Mais  comme  r.  .v,  ...  h  sont  Ions  ])lus  petits  que  /,  le  plus  petit 
des  entiers  (2)  est  inférieur  au  plus  petit  des  entiers  (1). 

Donc  en  appliquant  de  nouveau  ce  procédé  aux  enliers  (2), 
puis  aux  entiers  obtenus  et  ainsi  de  suite,  il  arrivera  que  le  plus 
petit  des  entiers  sur  lesquels  on  aura  à  opérer  sera  nul.  On  pourra 
le  supprimer,  de  façon  que  le  problème  posé  pour  ;(  entiers  sera 
ramené  au  même  problème  pour  n  —  i  entiers  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  amené  à  chercher  les  divis  'urs  d'un  seul  en- 
tier (I.  Cet  entier  est  le  plus  grand  commun  (liviseurde  a,  ^,c,  ...  /. 
Les  diviseurs  communs  an,b,c.  ...  /  sont  les  diviseurs  de  d.   On 
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voit  facilement  que  lo  noinl)ie  des  divisions  à  cITecliior  iio  [iciil  di'- 
passer  lo  plus  pelil  des  cnlicis  proposés,    l.v  plus  grand  coniinuii 
diviseur  de  '/,  h,  ...  l,  sera  désigné  souvent  par  D('(,  h,  ...  /). 
On  ])cul  il'ailleuis  prendre  les  restes  niininuinis. 

Soient  par  exemple  les  entiers 

Ci)  i<>33a  10872  G7C8  0^8 

(In  les  remplace  successivement  pnr 

108  i.'t'i  388  G/,8 

108  3(i  sr» 

3(î 
l.cs  conimims  diviseurs  aux  entiers  proposés  sont  les  diviseins  de  30. 

103.   Autre  procédé.  —  Il  repose  sur  le  tliéorènic  suivant  : 
/)'(/(.s-    la   rcchi'rrlii'  tir.-;  iliviseiirs  communs  à  pin.'iienrs    entiers 
on  jienl  remplacer   denj:  de  ces  entier)^  par  leur  phix   (/rand  com- 
mun (lirisenr. 

C'esl-à-dire  que  les  diviseurs  conmuins  aux  entiers 

(li)  a,b,c....hj 

sont  les  mêmes  que  les  diviseurs  couimims  aux  entiers 

(5)  D(a,  h),  c.  ...  h,  I. 

Kn  cll'et  les  diviseurs  communs  aux  entiers  (:'i)  divisant  a  et  lu 
divisent  D(n.  h),  donc  divisent  tous  les  entiers  (5).  liéciprocjne- 
ment,  les  diviscms  communs  aux  entiers  (5)  divisant  D  [a,  l>) 
divisent  a  cl  h,  donc  ilivisent  tous  les  entiers  (.'|). 

De  celle  façon  la  rcchcrclie  des  diviseurs  communs  à  /(  entiers, 
est  ramenée  à  celle  des  diviseurs  communs  à  /(  —  1  entiers,  celle-ci 
est  ramenée  à  la  reclierclie  des  diviseurs  communs  à  n  —  ■>  en- 
tiers cl  ainsi  de  suite  jusquii  ce  tpi'on  soit  amené  à  la  recherche 
des  diviseurs  d'un  seul  (.'utier,  lequel  est  le  plus  giand  commun 
diviseur.  Apjiliquant  ce  procédé  aux  entiers  (3)  on  trouve  succes- 
sivement 

ir)33i  10872  G7(;«  C.',8 

iij332  10872  72 

iy332  72 

3G 
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D'ailleurs  ces  deux  procédés  rentrcnl  dans  un  [ihis  ijûnéral. 
On  démontre  sans  |)cino  le  ihéorcme  suivant  : 
Li's  ilii'iscnrs  coniniuii.'<   aux  rnliiTs  a,  h,  c,    ...    I,   m    .sont  les 
■nit'nii-.f  nue  les  (/(iv.>v'H;"v  roDiniun.s  nii.r.  cii/iers 

a  -!-  mï,  //  +  ni'i,  ...  l  -h  ml,  m 

ijurU  (jue  suienl  les  entiers  7.,^'j,  ...  ).. 

Dans  le  premier  procédé  on  a  choisi,  •/.,  ^'5,  ...  /.  de  fiiron  rpie 
■K-f-ma,  /'  -r~  infi  ...  /  H-  nù.  soient  les  restes  de*  divisions  de 
a,  b,  . ..  l  par  m. 

Dans  le  second  procédé  on  prend  d'abord  ,î  =  y=  ...  =  ).  =  o 
€t  on  choisit  a  comme  dans  le  premier  procédé,  puis  a  étant  rem- 
placé par  ;■,  on  opère  encore  de  la  même  façon,  toujours  sans  mo- 
difier c,  ...  /,  m,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  remplace  a  et  b  par  leur 
plus  grand  conminn  diviseur,  etc. 

Le  théorème  qu'on  vient  d'énoncer  sera  généralisé  plus  tard 
no  271). 

104.  l'uLDRKMr..  —  Tdiil  ilirisenr  eommiui  à  iiliisieurs  eiiLicrs 
est  un  diviseur  de  leur  [dus  (/rand  ramninn  diri.'<eur. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède. 

105.  'i'iiÉoiii:\iL.  —  n,  b,  ...  I;,  l  cl  m  clanl  des  entiers  quel- 
■conijucs^  on  a 

D{ina,  mil,  ...  ink,  mh  =  mDin,  /*,  ...  k,  1). 

106.  TnÉouÈME. —  d  étant  un  dieiseur  commun  à  a,  b,  ...  /.-,  /, 
■on  a 

[(f  d'  "•  </'  rfj  ~  d 

Ces  deux  théorèmes  se  démontrent  comme  pour  deux  entiers. 

Définition.  —  On  dit  que  des  entiers  sont  premiers  dnns  leur 
■ensemble  lorsqu'ils  n'ont  pas  d'autre  commun  diviseur  que  i  ;  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  lorsque  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur est  I . 
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Théorème.  —  Jjirsijii'on  ilivise  îles  entiers  par  leur  jilns  ijriiiiif 
commun  diviseur,  les  ijuolleuls  obtenus  sont  premiers  ilans  leur 
ensemble. 

Ce  théorème  n'est  (ju'uii  cas  parliriilicr  du  ihéorcme  du  n  "  106 
en  supposant  que  d  =^  l)('i,  /',  ...  A',  /)• 

Héciproque.  —  Stupres  avoir  divisé  des  entiers  par  un  iliviseur 
eommun.  les  quotients  iditeims  .sont  premiers  dans  leur  ensemble,  ce 
diviseur  commun  est  le  plus  (jrund. 

C.e  théorème  |)i'ut  servir  à  simphlier  la  recherche  des'  communs 
diviseurs  à  phisieurs  entiers  comme  on  l'a  expliqué  au  n"  10.1 

liemarque.  —  11  ne  i'aul  pas  coni'ondre  les  expressions  : 

«  Entiers  pren)lers  dans  leur  ensemble  »  et  «  entwrs  premiers 
en  Ire  eux  deux  à  deux  » . 

Ainsi  les  entiers 

sont  premiers  dans  leur  ensemhle  mais  ne  sont  pas  jircmicrs  deux 
à  deux. 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  les  théorèmes  suivants  qui 
sont  d'une  grande  importance. 

107.  TuKoiiKME.  —  Quand  un  entier  divise  le  produit  île  deux 
fadeurs  et  qu'il  est  prenu'er  à  l'un  deux,  Il  divise  l'autre. 

Soit  /)i  qui  divise  bc  et  ([ui  est  premier  à  b. 

;/)  et /,!  éliml  prcmiiis  entre  eu\  ont  pour  |)lus  triand  commun 
diviseur  i.  Donc  me  ut  l/c  ont  pour  plus  grand  commun  (Hviseurc. 
Or  ni  est  un  diviseur  comnmn  à  me  et  à  bc.  Donc  il  divise  c. 

108.  TiiÉoiiÈME.  —  (Juand  un  entier  est  premier  à  plusieurs 
autres  il  est  premier  à  leur  produit. 

11  suffit  évidemment  de  démontrer  que  quand  un  entier  est  pre- 
mier à  '/(7/.r  autres,  il  est  premier  à  leur  produit  ;  le  ihéorèine 
général  s'en  déduira  do  ]>roche  en  proche. 

Soit  donc  '(  premier  ày'età  '/.  11  faut  déniontrr  (luo  a  est  pre- 
mier k  fij  ou  ce  qui  revient  au  même  :  soit  d  un  diviseur  coninnm 
haclhfij,  il  faut  démontrer  que  il=  \.  D'ahord  d  est  premier 
à  f,  car  tout  diviseur  commun  à  (/  et  à  /  est  aussi  un  diviseur 
commun  à  a  et  à  y,  donc  c'est  i . 
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'/ étant  premier  à  yi'l  divisant /]'/,  divise  y.  Alors  (/divisant  ij 
et  a  est  égal  à  i . 

109.  Tiii';oRÈME.  —  Si  deux  scriea  d'enlicrs 

(6)  .  aa'a... 

(7)  bh'h'h"'... 

sont  tels  fine  n'importe  quel  entier  de  la  série  (6)  est  premier  à  n'im- 
porte i/nel  entier  de  la  série  (7),  les  deux  produits  au  «  ...  et 
h  y  b"  I)'"  ...  sont  premiers  entre  eiB:. 

En  effet  a  élant  premier  à  h,  à  b' ,  à  b"  ...  etc.  est  premier  à 
bb'  1/  b'"  ... 

Pour  la  même  raison  a',  a".  ...  sont  chacun  premier  à  bb'b'b"' ... 

Donc  aa'a"  ...  est  premier  à  bb' b'I/"  ... 

Cas  particulier.  —  Si  deux  entiers  sont  premiers  entre  eux, 
d:ux  puissances  de  ces  entiers  sont  premières  entre  elles. 

110.  PROiti.ÈME.  —  Trouver  tous  les  multiples  d'un  entier.  II 
sul'fit  de  multiplier  cet  entier  successivement  par  i,  2,  ...  Les  ré- 
sultats obtenus,  ces  résultats  changés  de  signe  et  l'entier  zéro  sont 
les  multiples  demandés.  Chacun  d'eux  est  ainsi  formé  une  seule 
fois.  On  aura  tous  les  multiples  si  l'on  prolonge  cette  opération 
jus({ii'à  ce  qu'on  atteigne  la  limite  des  nombres  entiers.  Si  l'on 
suppose  que  cette  limite  soit  «  >  o  et  que  l'entier  donné  soit  «  >  o, 

il  y  a  E  (  -  )  multiples  positifs  de  a.  Si  l'on  su[)posc  que  o)  aug- 
mente de  a,  le  nombre  des  multiples  positifs  île  a  augmente  de  i . 
C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  y  a  une  infinité  de  mul- 
ti[)les  de  a.  D'une  façon  générale  on  dit  que  des  objets  sont  en 
nombre  infini,  lorsque  le  nombre  de  ces  objets  dépend  du  nombre 
des  entiers,  de  façon  que  ce  dernier  augmentant  sufllsamment,  le 
premier  augmente.  Comme  exemple  le  plus  simple,  le  nombre  îles 
entiers  est  infini.  Mais  cela  ne  veut  pas  dire  qu'il  n'existe  pas. 

111.  Multiples  communs  à  plusieurs  entiers.  —  Des  en- 
tiers positifs  ont  toujours  comme  mulli[)los  communs  les  mul- 
tiples de  leur  produit.  11  arrive  d'ailleurs  qu'ils  en  ont  d'autres. 
Proposons-nous  de  les  trouver. 
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Cas  (le  deux  entiers.  ■ —  Soicnl  les  enliers  d  cl  h  i\\\c.  jr  peux 
supposer  positifs.  Un  iiuiltiplo  de  (t  csl  de  la  loiiiic  nx,  un  mul- 
tiple lie  //,  (le  la  forme  Ijy  ;  un  mulliple  commun  m  à  </  et  6  sera 
donc  tel  (jiio 

(8)  m  =r  ax  r—  hy.  • 

Divisons  les  membres  tle  la  dernière  de  ces  égulilés  [lar  1)  ('(,  h), 
il  vient 

a  •_        b 

l'ar  consécniciil  l'eulier  ,,        ,    divise  le  produit  ,,,   — r,  X    a;, 

et  comme  il  est  premier  à  ,.    — r  c'est  qu'il  divise./;.  Donc 
'  IJ  1(1,  b)  ' 

/  iJlant  un  entier,  et  alors  la  prcmii're  é'galit(j  ^S)  doiujc 

,    X  ab 

<9^  "'  =  'ma7b)'- 

Kéciproquement    un    entier    de   celte  lorme    pousanl    s'i'crirc 

'  b  .      ,  1-11  . ,     ■ 

a  X  r) ,  — p  X   /,  c  est    un    multiple   de   a,    et    pouvant    s  écrire 

b  X   1)7    —[.  X  ).,  c'est  mi  multijile  de  h,  c'est  donc  un  multiple 
I  /  (  (ï  j  (>j 

commun  à  ((  et  l\  h. 

Le  plus  petit  d'entre  eux  en  valeur  absolue  est 

D(n,b) 

c'est  donc  le  jilus  petit  cuniimvt  iiiullijde  et  d'apn'-s  la  formule  (()) 
tous  les  autres  sont  des  mnlti[iles  de  celui-là.  l'^n  rc'suiiK:,  les  mul- 
tiples ediiuiiiiiis  à  deux  entiers  sont  les  multiples  de  leur  pdus  petit 
commun  multiple. 

Le  plus  petit  eonniiun  multiple  de  deu.e  enliers  est  le  ipiotieni  de 
leur  produit  jKir  leur  plus  ijrand  eonimun  iliriseur. 
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y.n  particulier;  le  plus  jwlil  commun  multiple  de  'leiu:  entiers 
premiers  entre  eux  est  ci/nl  à  leur  produit. 

Nous  (Icî^igncions  souvent  le  plus  [)rlil  commun  niultijilc  de  a 
et  h  par  M  [a,  Ji). 


112.  Plus  petit  multiple  commun  à  plus  de  deux  entiers. 
—  Si  l'on  vonhiit  applicpicr  la  uRiue  niélluxle  que  |)iiur  deux,  il 
laudrait  déterminer  m,  x,  y,  z,  ...  a,  v  par  les  conditions 

m  =  ax  =  bv  =  c:  =  ...  =  l<ii  :=:  Iv, 

a,  //,  ...  /étant  les  entiers  donnés. 

Nous  allons  procéder  autrement,  d'après  le  théorème  suivant  : 
Dans  la  recherche  des  multiples  communs  à  plusieurs  entiers,  on 

peut  remplacer  deux  de  ces  entiers  pur  leur  plus  petit  commun 

multiple. 

C'est-à-dire  que  les  multiples  communs  au.x  entiers 

(10)  a.  b.  c.  ...  k,  l 

sont  les  mêmes  que  les  multiples  communs  aux  nombres 

(  1 1  I  M  (a,  //)  b.  c,  ...  k,  L 

En  elTet  les  multiples  communs  aux  entiers  (10)  étant  multiples 
de  <(  et />,  sont  multiples  de  M  (a,  li\  donc  sont  multiples  des 
entiers  (ii|.  Uéciproquement  ;  les  multiples  communs  aux 
entiers  (11),  étant  multiples  de  M  (a,  h),  sont  multiples  de  a 
et  fj,  donc  sont  multiples  des  entiers  (  10). 

De  cette  façon  la  recherche  des  multiples  communs  à  n  entiers 
est  ramenée  à  celle  des  multiples  communs  à  «  —  i  entiers,  celle- 
ci  est  ramenée  à  la  recherche  des  multiples  communs  an  —  2 
entiers  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  soit  ramené  à  la  recherche 
des  multi[)les  d'un  seul  entier,  ce  dernier  cstle  plus  petit  commua 
multiple. 

On  le  désigne  par  M  («,  /*.  ...  A-,  /).  Les  autres  communs 
multiples  sont  les  multiples  de  celui-là. 

Soient  par  exemple  les  entiers 
(i2j  I  o5o  21735  1700  71  V.!i. 
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On  trouve  successivement  les  séries  d'enlieis 

(iS)  317350  I  7.">o  Ti'i^' 

(i4)  I  OiS()  -7>o  -\  '\-i  I 

(lô)  3  G96  o^iC  75o. 

Ce  dernier   iiomliro  est  le  plus   petit  commun  niulti|)le  des  entiers 
proposés. 

113.   TiiKOKKME.  — - '/,  l),   ...  /.,  /  cl   ni   èlniiL  des  rnl'wrx  (jiiel- 
coin/iic's  j)(isili/s.  on  n 

M  (ma.  mil,  ...  mh\  m/)=  H»  M  in,  h.  ...  I;,  l). 

Démontrons  ce  llu'on'nic  (rahoni  dans  le   cas  de  deux  entiers 
II,  II.  On  a 

,,  ,  ,,  ma  X  mb 

M  ima,  mb)  =  r.  ,    . 

1)  (i)ia,  mit) 


Or, 


Donc 


|)  iinn.  mil)  ^=  ml)  (a,  h). 


.,  ,  ,  mn  X  inh  ah  m  i 

M  (ma,  mb)  =-     ,^ p  =  m    ,, ,    =  »iM  m.  b  . 

^  ml)  {II,  b)  (D  a,  h) 

Dans  le  cas  de  plus  de  deux  entiers,  le  théorème  résuite  inimé- 
diateinont  de  la  niarclie  suivie  pour  trouver  le  plus  petit  multiple 
commun.  Si  tous  les  entiois  do  la  suite  (la)  sont  niulti[)liés  par 
//(,  il  en  est  de  ménii'  de  ceux  de  la  suite  (i3  ,  de  ceux  de  la  suite 
(i4)  et  enfin  du  nombre     i5). 

Corollaire.  —  d  éinni  un  diviseur  commun  à  u,  b,  ...  I.  on  a 


•il  1"     b  l  \  M  ia.  h,  ...  l) 


EXERCICES 

Il  n,  b,  c,  d,  étant  (innlrc  entiers  (|uclconqucs,  dénioiilrer  que 
1)  ifdi,  cil)  X  1^  (a,  c)  est  divisible  par  D  tab.  c)  X  D  (a,  cd)  (voir 
n"  3841. 


iMvisiitTi  nu 


II)  a,  b,  c,  cl,  'J,  |3,  Y,  î,  étant  huit  entiers  quelconques,  dénionlror 
que  (ao  —  ,3y)  D  (a,  b,  r,  d)  est  divisible  par  D  (n»  +  h-;,  a'?  4-  /yî, 
cï  -+-  fi-.,  c?  +  rfo)  (voir  n"  307). 

m  I  H,  Il  étant  lieux  entiers  quelconques  et  A  étant  un  entier  premier 
à  /',  on  a 

1)  {a.  t.  =  D  (An,  /<). 

IV)  Soient  m  entiers  n,,  a^,  ...  a,,,.  Désignons  par  D,^  le  plus  grand 
commun  diviseur  et  par  M,,  le  plus  petit  commun  multiple  de  leurs 
|iroiliiils  A  à  A.  Démontrer  que 

D/.M,„_ii.  =  a/i,  ...  n,„ 

(pour  m  ^=  2,  A  =  i,  on  retrouve  la  formule  du  n"  111). 
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114.  —  Nous  avons  au  ii  65  iulmthiil  des  iiouibtes  nouveaux, 
les  cnliers  négatifs,  pour  que  la  soustraction  devienne  une  opéra- 
tion loujours  possible.  Nous  allons  ici  en  introduire  de  nouveaux 
encore,  les  nombres  IVat'iionnaircs,  pour  que  la  division  cvacle 
devienne  aussi  une  (ipéralion  toujours  possible. 

Un  Udiii/ii'i'  fraclKinnmvc  on  fruclioii  est  \  (•nscnibk'  de  deux 
ciitii'rs,  l'un  ai)pelé  inuiiérult'iir,  l'autre  dJnomiiKilciir  :  le  second 
n'étant  pas  nul  ;',.  Ou  note  une  fraction  en  écrivant  le  numéra- 
teur nu-dessus  du  dénominateur  et  en  les  séparant  par  un  trait.  Le 
numérateur  et  le  dénominateur   sont  dits  les /c/vhi  \  de  la  fraction. 

On  convient  ([uc  lorsque  le  dénominateur  esl    i,   la    fraction  se 

réduit  à  son   luimérateur.    Ainsi      -    a.  De  cette  façon  les  entiers 

I 

sont  des  cas  particuliers  des  fractions.  Par  suite  il  faut  vérifier  si 

tout  ce  que  nous  allons  dire  des  fractions  s"ai)pli(|ue  aux  entiers. 

Li)rs([u'il  en  sera  ainsi  nuus  ne  le  dirons  pas  exiiressémcnl,  cela  sera 

sous-entendu. 

115.  Ei/a/il('  des  fractions.   —  Deux   fractions  j-  i,  sont  dites 

égales  lorsque 

ai'  =  ba'. 


f)  Les  fractions  dont  le  dénominalcur  serait  nul,  jouiraient  de  propriétés 
qui  rendraient  leur  nsapc  impossible.  Par  exemple,  on  ne  pourrait  roiuparcr 
une  telle  fraction  aune  autre  d'après  la  délinitiori  du  n"  117  pour  savoir  si 
elle  est  plus  petite  ou  plus  grande,  puisque  la  dclinition  du  n"  117  suppose 
le  dénominateur  positif  Une  telle  fraction  ne  pourrait  être  réduite  au  même 
dénominateur  avec  une  autre,  sans  que  les  deux  termes  de  celle-ci  ne  de- 
viennent nuls.  Or,  une  fraction  dont  les  deux  termes  seraient  nuls,  serait  épole 
i  n'importe  quelle  autre,  d'après  la  délinition  du  n"  114. 
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Il  résulte  de  là  que  doux  fraclions  priivont  ôlrc  éjj'alRs  sans  (|uc 
leurs  termes  le  soient,  l'ar  cxcnipie  ^  =    __ . 

Deu.r  fraclions  ci/nles  à  une  Irnisil-me  sont  cijalcs  entre  elles. 
Soit 


et 

Donc 
et 
il  où 


n 
b 

= 

a 

'  (7 

n 

0 

= 

a" 
b"- 

ah' 

= 

■ba' 

ai-  -- 

— 

ha, 

ha'  X  ah"  ^  ah'  x  ha". 


d'où  en  divisant  les  ah"  =  l'a"  deux  membres  par  ab. 

Donc 

n'  _  a" 

b'  ~  b"  ■ 

116.  TnÉnitÈME.  —  En  miiltiplinni  les  deux  termes  d' une  frac- 
lion  par  un  même  entier  on  obtient  une  fraction  â(jale. 

C'est-à-dire  que 

ma n 

mb        b  ' 

En  effet  on  a  évidemment 

ma  X  b  =  mb  X  «- 

Cas  particulier. 

—  a a 

Corollaire.  —  En  ilirisanl  les  deux  termes  d'une  fraction  par 
un  dii'iseur  commun,  on  obtient  une  fraction  éfjale. 

Eructions  dont  le  numérateur  est  nul.  Toutes  ces  fractions  sont 
égales  entre  elles  et  à  l'entier  zéro  ;  c'est-à-dire  qu'on  a 

n o 

6^7' 
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quel  que  soit  h.  Car  cette  cgaliU-  revicnl  à  o  X  i  :-^  o  X  h,  ce  ijui 
est  vrai. 

117.  Ordre  de  grandeur  de  deux  fractions.  —  11  résulte  du 
cas  particulier  du  11"  116,  et  de  ce  fait  que  le  dénominateur  d'une 
fraction  n'est  jamais  md  (n"  114)  (|u'on  jiout  toujours  rendre  le 
dénominateur  d'une  fraction  [)ositif. 

Soient  donc  deux   fractions  .  ,   .,,   bclb    étant  positils  ;  ou  dit 


que 


ad  n         a 

b>ly      "''      U<b 


lorsque 

ab'  >  a'b. 


a        n  n         a 


On  démontre  facilement  (jue  .s/  l'un  a 

""   // 
//  en  n'snllr 

n        n' 
b>b- 

118.  Réduction  d'une  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

—  Puisqn'cn  di\isanl  les  den\  termes  d'une  fraction  [lar  un  même 
diviseui-  commun  on  n."  chaniie  pas  la  valeur  de  celte  Iracliun.  on 
peut  ainsi  simplifier  \me  fraction. 

En  j)articulier  on  la  simplifiera  le  plus  possible  de  cette  façon 
en  divisant  ses  deux  termes  par  leur  [dus  i^raiid  commun  diviseur. 
On  obtient  ainsi  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers 
entre  eux. 

l'arcxemple  la  fraction    •.,    ,  après  division  de  ses  deux  termes 

par  leur  [)lus  grand  commun  diviseur  l'i.  devient 

Peut-on  trouver  une  fraction  égale  et  plus  simple  encore? 
Cela    dépend    évidemment    du    sens    qu'on    attaclie    au     mot 
Il  simple  11. 

faisons  la  remarque  sui\anle  (|ui  se  démontre  facilement  : 
Lorsijuc  deux  fractions  sont  ëijale.s,  si  la  valeur  absolue  du  nu- 
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incralcnr  ih-  l'une  csl  jilus  qntndr  </"('  In  nilrur  absolue  du  iiunir- 
ralenr  de  iuiilrc  ;  alors  la  vdleiir  absolue  ilii  déiioniiiialeiir  de  la 
première  est  aussi  plus  c/rande  (jue  la  valeur  absolue  du  dénomina- 
teur de  la  seconde. 

Celle  remarque  faite,  il  est  tout  naturel  de  dire  qu'une  fraction 
csl  ]a  plus  simple  possible,  ou  irréductible,  ou  réduite  à  sa  plus 
simple  expression,  lorsque  ses  deux  termes  ont  les  valeurs  absolues 
les  plus  petites  possibles.  Et  nous  allons  démontrer  que  : 

Théouème.  —  Une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers 
entre  eux  est  irrédaelible. 

Pour  cela  nous  allons  montrer  que  toute  fraction  égale  à  relle-là 
a  ses  lei'mes  équimultiples.  c'est-à-dire  qu'on  les  obtient  en   mul- 

li[iiiant  ceux  de  la  première    par    un    même    entier.   Soit  -  une 

fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux,  et   .  une 

fraction  égale.  De 

a        c 
b^  d 

on  déduit 

iid  =  bc. 

La  valeur  commune  des  deux  noadires  a(/ et  bc  est  un  multi])lc 
commun  de  a  et  //,  et  puisque  a  et  b  soiil  premiers  entre  eux,  c'est 
un  nudtiple  de  ab  (n°  111).  (  )n  a  donc 

ad  =  bc  =^  ab\ 
d'où 

c  =  al,       d  --^  b\ 

ce  qui  démontre  le  lliéorème. 

On  voit  qu'il  y  a  une  fraction  aussi  simple  quev,  c'est  — t  ; 
mais  toutes  les  autres  sont  moins  simples. 

Des  deux  fractions  ^  et  ~^.  nous  appellerons  irréductible  celle 
dont  le  dénominateur  est  positif. 

119.  Réduction  au  même  dénominateur.  —  On    demande. 


8o 
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étant  données  des  l'ivictions.  d'en  liouvcr  d'niilres  respectivenienl 
éjfales  aux  précédentes,  mais  ayant  même  dénominateur. 

Il  snflit  pour  cela  do  clioisir  un  multiple  commun  des  dénomi- 
nateurs, et  de  multi[)lier  les  deux  termes  de  chaque  iVaclion  ]3ar  le 
quotient  de  ce  multiple  comnnin  i)ar  ir  ilénoniinalciirdelarraclion 
considérée. 

On   peut  aussi  demander  do  tiouvor  linilcs  les   solutions,  et  en 

particulier  celle  pour  laipicllc  le  dc>nominaleur  commun  est  le  plus 

petit  possible.   Pour  cela,  on  réduit  d'abord  les  fractions  proposées 

'1  1        -1  •        ,-,..'(    a'     a'  .  ... 

a  leur  plus  simple  expression.  Soient  ^,  ^ , ,   ,,  :    soit  ces  fractions, 

c   _  n        c'        a'        c"        a" 
d^  0        li  ~  h'        d   ~  (/' 

<l  doit  êtro  un  muiliple  commun  à  //,  /<',  b". 

\.:i  [iliis  pctile  v;deur  i\t-  d  est  le  plus  potil  mulli|)le  commun  de 
b,  b\  b\ 

Appiicalions.  —  Deux  fractions  élunl  rr<liiilcs  du  iiicinr  dàio- 
niinaleur  sont  l'ijalcs  on  non  suirnnt  rjnr  Icnrs  nnnicratctirs  sont 
éijunx  on  non. 

Soient  les  deux  fractions    ,,    ,.  l']lles  sont  ésales  iiar  déliiiilion, 

si  ad  ^^  bd,  c'est-à  (lire  si  a  ==  b  et  réci[)roquement. 

Deux  fractions  étant  réduites  au  mente  dénominateur  et  ayant 
des  niunéraleurs  inéi/anx  ;  si  le  (b-noniinalenr  commun  est  positif, 
le  pins  ijrand  numérateur  appartient  à  la  plus  ijrande  fraction  ;  si 
le  dénominateur  commun  est  né<iatif,  le  plus  (jrand  numérateur 
appartient  à  la  plus  petite  fraction. 

Soient  les  doux  fractions    ,,    ,  et  supposons  d'abord  (/ >  o. 

D'après  ce  qui  a  olé  dit  au  n"  117.  la  priiiiiore  est  plus  grande 
ou  plus  petite  (|ue  la  seconde  suivant  que  ad  est  plus  jrrand  ou 
j)lus  polit  que  bd,  c'est-à-dire  suivant  que  a  est  i)lus  petit  que  b. 

Si  l'on  suppose  que  '/  <C  o,  écrivons  les  deux  fractions 

-,/       ''       -'d' 
et  nous  verrons  que  la  première  est  plus  i;iaiule  ou  plus  petite  que 
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la  seconde  suivant  que  —  a  est  plus  grand  ou  plus  pclil  que —  h  ; 
c'est-à-diic  suivant  que  a  est  [)lus  petit  ou  plus  grand  que  b. 

120  Addition  des  fractions.  — ■  La  somme  de  plusieurs  frac- 
tions e>l  la  fraction  délinie  de  la  façon  suivante  : 

On  rrdnit  les  frarlions  données  an  même  dcnoininutenr  il,  puis 
on  forme  une  fraction  ayant  comme  dênominaleur  d  et  conune 
numérateur  la  somme  des  numérateurs  des  fractions  proposées. 

Il  est  fticile  de  voir  que  quel  que  soit  le  dénominateur  commun 
auquel  on  réduit  les  fractions  données  on  trouve  toujours  la  même 
somme.  11  est  facile  aussi  de  voir  que  dans  le  cas  oi'i  les  ternies  de 
la  somme  sont  tous  des  nombres  entiers,  la  somme  ainsi  définie 
est  la  même  que  celle  définie  au  n"  5.  Il  n'y  a  donc  pas  contra- 
iliction  entre  cette  nouvelle  définition  et  l'ancienne.  Les  dénomi- 
nations et  les  notations  employées  dans  l'addition  des  entiers 
s'étendent  à  celle  des  fractions. 

Exemple. 


S 

J7_ 

2  2 

^ 

I7C 

66^ 

264 

31 

a4 

485 

3  + 

4 

-t- 

+ 

1  I 



-t- 

'6G 

-1- 

(J6 

-4- 

(3(i"^ 

"   (i(i 

121.  Théouème.  —  L'addition  des  fractions  est  une  opération 
commutalive  et  associative. 

(La  définition  de  la  commutativité  et  de  l'associativilé  pour  des 
opérations  effectuées  sur  des  nombres  fractionnaires,  élanl  la  même 
que  pour  celles  effectuées  sur  des  nombres  entiers).  Ce  théorème 
résulte  immédiatement  de  ce  que  l'addition  des  numérateurs  des 
fractions  est  elle  même  commulalive  et  associative.  On  en  déiluit 
que,  dans  une  somme  de  fractions  on  peut  ciianger  l'ordre  des 
termes,  ou  remplacer  plusieurs  d'entre  eux  par  leur  somme 
effectuée. 

122.  TnKORÈME.  —  L'addition  des  fractions  esi  une  opiération 
unipare.  Ce  théorème  résulte  de  ce  que  l'addition  des  numérateurs 
est  elle-même  unipare. 

123.  Fractions  éijales  mais  de  siijnes  contraires.    Les  fraclions 

Cades    —  Théorie  des  nombres,  t.  I.  G 
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U         a 


1  et  —7—  sont  dites  égales  mais  de  si^rnes  contraires  de  sorte  qu'on 
écrit 


T  =-(!)■ 


La  somme  de  deux  fractions  égales  mais  de  signes  contraires  est 


124.  Différence  de  deux  fractions.  —  La  difTérencc  onlie 
iloii\  fractions,  est  la  fraction  qui  ajinitée  à  la  seconde  reprtuliiil  la 
première. 

(lelte  dillércncc,  si  elle  existe,  est  unique,  d'après  le  llicurèmc 
du  n'  122. 

D'ailleurs  la  somme  de  la  première  fraction  et  de  la  seconde 
changée  de  signe  répond  cITectivemont  à  la  question.  C'est  dune  la 
dilTérence  chercliéc. 

125.  Multiplication  des  fractions.  —  Le  produil  dr  jthisu'urs 
fraciio/is  csl  lafractian  (jiii  a  pour  nnnit-raleiir  le  produit  de  leurs 
numérateurs  et  pour  dénominateur  le  produit  de  leurs  dénomina- 
teurs. 

Les  dénominations  et  les  notations  employées  dans  la  inullipli- 
calion  des  entiers,  s'étendent  à  celles  des  fractions. 
Par  exemple 

2       4  _  8  . 
3^5        Ï5 


Cas  particulier.  —  Le  produil  de  la    fraction  .  par  l'cnlicr  m, 

ma 
esl-^- 

Le  produil  d'une  fraction  par —  i,  est  la  IVaclion  égale,    mais 
de  signe  contraire. 

126.    Tni':onÈMF..   —    La    multiplication    des  fractions   est  une 
opération  commulative  et  associative. 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce   que  la  multiplication    des 
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termes  de  même  nom  de  ces  IVaclions  est  elle-même  commulalive 
et  associative. 

On  en  déduit  qne  dans  un  produit  de  fractions  on  peut  changer 
l'ordre  des  (acteurs  et  remplacer  plusieurs  d'entre  eux  par  leur 
produit  effectué. 

127.  TiiKORÈME.  —  /.'(  imdùjilicaLiun  des  fracliDiis  est  disln- 
hutitie  jinr  rapport  à  leur  addition. 

C'est-à-dire  que 

/c        c'        c"\  m        le        m\         le         m\         /c"        m\ 

(.i  +  ci  +  d)  j,  =  [d^  p)  +  (</  ^ ,7) ^ [û  X r>y 

Cela  est  immédiat. 

Un  en  déduit  les  mêmes  conséquences  que  pour  les  entiers,  en 
particulier  tout  le  calcul  des  polynômes. 

128.  Théorème.  —  Pour  iju' un  prudiiit  île  facteurs  soil  nul.  Il 
faut  et  il  suffit  qu'an  des  facteurs  le  soit. 

Le  théorème  est  vrai  quand  les  facteurs  sont  des  nombres  en- 
tiers par  suite  de  la  délinilion  du  pioduit.  Quand  les  facteurs 
sont  des  fractions,  il  suflit  évideumient  de  le  démontrer  pour  deux 
fractions.  Soit 

n        c         ar 

h   ^  d^  hd' 

de 
Pour  que  i->  soit  nul.   il  faut  et  il  suffit  que  ne  le  soit,  c'est-à- 

,.  1         •  .        .     1-  ,■  fl         c  ,         . 

(hre  que  a  ou  c  Vî  soit  ;  c  est-a-diie  enlin.  que  j  ou  ->  le  soit. 

129.  TnÉORÈvrE.  — Les  produits  d'une  même  fraction  différente 
de  zéro  par  des  fractions  différentes  entre  elles,  sont  différents 
entre  eux. 

En  effet  pour  que 

a        c  a       c' 

l  ^  d""b'^  d' 


aut  (pie 
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OU 


ne        c    , 


c'est-à-tliic  ou  bien  que 


ou  bien  que 


c'est-à-tlire 


i  =  °' 


t/-^'  =  ^- 


c  C 

d  ~  ,f 


Autre  énonci'.  La  inullijilicalinn  des  fractions  lUlJêrciUes  de  zéro 
est  une  iipérnliitii  iiniiinrc. 

130.  Inverse  d'une  fraction.  —  Onnppelle  inverse  do  ii  frac- 
tion  T  la  fraction     .   De  même  ,  est  1  inverse  de     ;  de  soile  iiuc 

r  et     sont  tliles  inverses  l'une  de  I  autre.    L  ne  fraction  nulle  n'a 

pas  d'inverse. 

TiiÊoiiÈME.  —  Le  firoduil  de  ilen.r  fraetlans  inrerses  est  éi/al  à  i. 

Car 

(i        l)        ail 
I)        a        ba 


131.  Division  des  fractions.  —  (  >n  .iiipfiie  nipiiorl  d'une 
fraction  à  une  autre,  une  fraction  (]ui  nndlipliée  ]iar  la  seconde 
reproduit  la  promicrc.  (le  rappoit,  s'il  existe  est  unique,  d'a[Hès  le 
tliéorèuie  (l\i  n'  129. 

Si  la  seconde  fraction  donnée  est  nulle  et  que  la  première  ne  le 
soit  pas,   ce  rapport  n'existe  pas. 

Si  les  deux  fractions  données  sont  nulles,  le  ra[)port  est  une 
fraction  qnelconfjue. 

Supposons  cnlin  que  la  seconde  des  fractions  données  ne  soit  pas 


nulle,  soit  ,  la  première  fiaction,    .  la  seconde. 
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Le  produit  de  la  première  par  l'inverse  de  la  seconde,  soit  t  • 
répond  à  la  question,  car 

ad        c        ndc a 

bc        d        bcd        b  ' 

C'est  donc  le  rapport  cherché.  Comme  cas  particulier  :  Le  rapport 
fie  I  à  une  fraction  est  èijal  à  F  inverse  fie  cette  fraction. 

Cas  particulier .   —  Soit    à  trouver  le  rapport  de  deux  entiers 

fi  eih.  On  peut  les  considérer  comme  des  fractions     ,      .  Le  rapport 

de  a  à  6  est  donc  égal  à 

a  X  r 

I  X  fc' 
ou  à 


C'est-à-dire  toute  fraction  est  égale  au  rapport  fie  son  numéra- 
teur à  son  flénoniinateur . 

Ce  qui  entraîne  celte  conséquence  importante  : 

La  division  exacte  définie  aux  n°'  81  et  131  est  toujours  possible. 
Il  existe  toujours  un  rapport  de  deux  nombres  (excepté  dans  le  cas 
où  le  second  serait  nul,  le  premier  ne  l'étant  pas). 

132.  Théorkme.  —  Pour  obtenir  le  rapport  fl'une  fraction  j  au 

c        e  A 

produit  de  plusieurs  autres  ~i  x  >X  .■■  X  ,-,  //  sufjit  de  chercher 

le  rapport  de  r  "  t,  puis  le  rapport  du  nombre  trouve  a  y  et  ainsi 
de  suite. 

Se  démontre  facilement. 

133.  Théorème.  —  Si  des  fractions  sont  éfjales  et  que  les  fléno- 
minalcurs  sont  premiers  dans  leur  ensemble,  les  numérateurs  son^ 
fies  éfjuimultiples  fies  dénominateurs  correspoiulants. 

Soit 

a  6  c  d 

a'~  b'  ~c'  ^~d'' 

.^[•pelons  la  fraction  irréductible  égale  aux  précédentes.  L'en- 
tier ij.  est  un  diviseur  commun  à  a',  b  ,  c,  d'.  Donc  a  =  i. 
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Donc 

a  -^  la'.        h  =  ///.        r  =  Àc',        (/  ==  ).(/'. 

Remarque.  —  On  peut  d'ailleurs  dans  l'énoncé  précédent  échan- 
ger les  mots  «  luunéralciir  d  et  »  dimomimlcur  ». 

134.  Elévation  aux  puissances.  Drjiniliitii .  —  La  puissance 
ni'""'  il' une  frarliiiii  {ni  (7(//t'/' >  i)    est  k  produit  de  m  fdclrurs 

é^iiux  (i  ceUe  Jrac/mn.  Dr  plus  {j  j    =,       et     Kl    =i. 

La  puissance  m"'""  ilc  ,  est  donc  ^,„.  Si  m  >  i  on  le  voit  pur  la 

rèplc   lie    iiiuiliplicalion    des    IVaotioiis.    Si    ni    =^    o    ou    i,    c'est 
évident. 

Les  tliéorèmes  des  ii"'  39  cl  40  s'appliquent  au\  IVadions. 

135.  TllLOUKMI  . 


\  d y  [dj 

Il   siil'Ot  de  remarquer  que  les  deux   membres  sont  égaux  à 

a  "■(/■" 
!,■"€"■' 

J'iiissiinrcs  à  exposant  m'ijalif.  —  l.a  puissance  d'exposanl 
—  ni'  {ni  entier  >•  o)  d'un  nombre  fractionnaire  (ou  entier)  est 
par  délinilion  la  [luissauce  d'exposant  ;/('  de  son  inverse.  Il  est  fa- 
cile de  voir  que  les  théorèmes  du  n"  134  s'y  appliquent,  c'est-à- 
dire  que 

/a   "'  _  n"' 

fi.)"  (?.)■•■■  ©■=«- 

/a  r       Y"  _  ,'a\"'  fcV" 
[hd  -■)    =\hj     [dj    ■■■ 

gnant  des  entiers  posisifs,  négatifs  ou  nuls. 


ni,  n  ...  r  desi 
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136.  Racine  neme  d'une  fraction.  —  La  racine  n"""  d'une 
,  est  une  aulie  lïaction  qui  élevée  à  la  pi 


fiaclion  ,  est  une  aulie  lïaction  qui  élevée  à  la  puissance  «"""  le 


produit  T. 

Si  les  entiers  a  et  h  sont  des  puissances  /i""'"  parfaites,  soient 
■7.  et  |j,  leurs  racines,  la  racine  n°°"  de  -,  est  ^  . 

Si  les  entiers  a  et  b  ne  sont  pas  des  puissances  n"""  parfaites, 
réduisons  r  ù  sa  plus  simple  expression.  Si  les  deux  termes  de  la 
fraction  obtenue  sont  des  puissances  n"'"  parfaites,  on  retombe 
dans  le  cas  précédent.  Sinon  ht  fraction  proposée  n'<i  pan  de  ruriiw 

II'""'.    En   effet   appelons  t  une   fraction    irréductible.    Supposons 

qu  elle  soit  la  puissance  n"""  d'une  autre  fraction  -  qu'on  peut  sup- 
poser irréductible  aussi,  .\lors 

n 3" 

b  ~  î"' 

Mais  a  et  jj  étant  premiers  entre  eux,   a"  et  i^"  le  sont  aussi 

{n"  109).  Les  fractions  irréductibles  ,  et  vr.  étant  érales  sont  iden- 
'  b        ji"  ° 

tiques.  Donc  a  =  y"       b  =  fi". 

Cns  particulier.  —  Un  entier  (jiii  n'a  pas  pour  racine  n"'""  un 

entier,  nu  pas  non  plus  pour  racine  n"""  une  fraction. 

Car  un  entier  a  est  égal  à  la  fraction  irréductible  -  . 

Définitions.  —  Les  fractions,  et  les  entiers  qui  en  sont  un  cas 
particulier,  s'appellent  aussi  nombres  rationnels  ou  commensu- 
rables.  On  désigne  souvent  un  tel  nombre  par  une  seule  lettre; 
ainsi  l'écriture  a  pourra  signifier  une  fraction. 

Maintenant  que  nous  sommes  en  possession  de  deux  espèces  de 
nombres,  les  entiers  et  les  fractionnaires,  nous  pouvons  distinguer 
entre  les  théories  niathénialiques  qui  s'occupent  des  propriétés  com- 
munes à  ces  deux  espèces,  et  celles  qui  s'occupent  des  propriétés  par- 
ticulières à  chacune. 

Les  théories  qui  s'occupent  des  propriétés  communes  aux  deux  es- 
pèces constituent  l'.AIgèbre  elï Analyse. 

Celles  qui  s'occupent  des  propriétés  particulières  à  chacune 
constituent  la  TItéorie  des  I^omhres. 
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A  partir  de  maintenant  ce  sont  ces  dernières  seulement  que  nous 
développerons. 

Quant  aux  premières,  nous  ne  parlerons  que  de  celles  qui  nous 
seront  utiles,  et  dans  le  cas  où  elles  sont  classiques  nous  nous  conten- 
terons de  les  rappeler.  Elles  seront  d'ailleurs  toujours  imprimées  en 
petits  caractères. 

?;OTES 

Les  fractions  avant  été  introduites  dans  les  calculs  pour  que  la 
division  exacte  devienne  une  opération  toujours  possible,  on  peut  se 
demander  si  c'est  la  seule  manière  d'arriver  à  ce  résultat.  La  réponse 
est  aflirmativc  si  l'on  veut  que  la  multiplication  continue  à  être  une 
opération  associative  et  unipare.  En  ciTel  puisque  la  division  d'un  en- 
tier quelconque  a  par  un  entier  quelconque  b  doit  être  possible,  les 

expressions  ,  doivent  avoir  un  sens.   Mais  dans  le  cas  où  a  n'est  pas 

divisible  par  h,  elles  ne  sont  égales  à  aucun  entier  existant,  elles 
doivent  di  ne  être  égales   à  de  nouveaux  nombres  qu'on  peut  appeler 

fractionnaires.    Mais  s\  h  =  i  l'expression      a  une  valeur  entière  qui 

est  a.  Il  faut  ilonc  convenir  nue-  v=  a. 

'       1 

On  retrouve  ainsi  la  première  convention  du  n"  114. 
Ensuite  supposons  que  quatre  entiers 'I, />,  a',  //,   vérifient    la  rela- 
tion ab'  =  bn'. 

Soit  j^  =  '/,  .,  =  (j'  ;  ij,  (y  ,  étant  des  fractions.  On  aura  a  =  bq. 
a'  =  b  !['  ;  donc  a(b'fi')  ^^  a'{bq),  ou  {ab')q'  =  (o'^)'/.  fl  o"  7  ^  '/• 

Réciproquement, si  .  =^  . ,  les  produits  des  deux  membres  par  bit' 
doivent  être  les  mêmes. 

Or  ^  {bb')  =^|  b)b'  =  ab'.  De  même  "]  (66')  =  ^i  (6'6)  =  ^"',  6')6=a'6. 

Il  faut  donc  que  nb'  —-  ba'.  On  retrouve  aussi  la  seconde  convention 
du  n°  114  et  finalement  toute  la  lliéorie  développée  plus  liaut. 

II.  —  Ilermnnn  Schubert  arrive  à  la  notion  de  fraction,  d'une  façon 
analogue  à  celle  qu'il  emploie  pour  les  nombres  négatifs  (Cliap.  v, 
note  11). 

Considérant  cette  fois,  les  expressions  rationnelles  par  rapport  aux 
nombres  entiers  et  à  une  indéterminée  .t„,  on  dira  (|ue  deux  de  ces  ex- 
pressions sont  égales  lorstpie  leur  dilTérence  est  divisible  par  6.r,,  —  i 
(6  ;=  entier).  Cela  revient  à  all'eclcr  xj,  d'une  propriété  fondamentale 
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de  ,  à   savoir  6x1,  =    l.  Connaissant  le  nomlire  X/,  =:  ,  ,  le  nombre  , 
//  '(  b 

se  définit  comme  étant  art,,  etc. 

III.   —    Diviseurs     et    innilililes     des      fractions.    —    On   dit   que     , 

est  diviscnr  de      quand  le  rapport  de  .    à   ,  est  entier.  Réciproquement 

,  est  dit  niidtiplc  de  -,.  Une  fraction  a  une  iidinitc  de  diviseurs  et  une 
/)  '  (/ 

infinité  do  multiples.  Plusieurs  fractions  ont  une  inlinité  de  diviseurs 
communs  et  une  infinité  de  multiples  communs.  Les  diviseurs  com- 
muns à  plusieurs  fractions  sont  les  diviseurs  d'un  d'entre  eu.v.  qu'on 
peut  supposer  positif,  qui  est  alors  le  pins  grand  de    tous  et  qui  pour 

cette  raison   s'appelle  le   plus  grand  commun  diviseur.  Le  plus  grand 

...  ,    n       n' 

commun  diviseur  de  j  et  p  est 

D(afe'.  n'h). 
bh' 

Un  peut  trouver  une  formule  analogue  pour  plus  de  deux  fractions. 

Le    plus    grand    commun    diviseur    d'une    fraction     irréductible  . 

et  de  l'unité  est  ,  . 
6 

Il  ni  UU'-.ME. 

j)fi»  n     m  n'     m  n"         \         m  ^  f  a     n'     n"         \ 
[n   6'  n   V  n  //'  "7  ^  n       U'  ''"  '' ! 

(généralisation  du  théorème  du  n'  105) 

Des  considérations  analogues  s'applic[nent  au  plus  petit  commun 
multiple.  D'ailleurs  l'une  des  théories  se  ramène  à  l'autre  par  la  con- 
sidération des  fractions  inverses  et   par  le  théorème  suivant  :  Si  -,  est 

diviseur  de  ,  ;    -  est  multiple  de     . 
6     c  ■  o 

IV.  —  Pour  obtenir  le  quotient  d'un  entier  positif  a  par  le  produit  de 
plusieurs  autres  h,  c.  ...  I.  il  suffit  de  chercher  le  quotient  de  a  par  b, 
celui  de  l'entier  trouvé  par  c  et  ainsi  de  suite.  Si  toutes  les  divisions  se 
font  exactement,  ce  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  du  n"  132. 

Exemple  : 

Donc 

Ef,     '^^^       )  =  .. 
\5  X  9  X   10/ 
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137-  Nous  supposons  connus  les  principes  du  calcul  alg(''biique. 
Rappelons  ceux  de  la  résolution  dos  ôyiia^i'o/is  du  premier  degré  ou 
linéaires. 

L'équation  ax  =^  b  a  une  solution  si  a  ;zf  o  à  savoir  .r  -=     . 

Elle  n'en  a  pas  si  «  ^=  o  et  fc  ;zf  o. 
Elle  est  indéterminée  si  a  =r-  6  =  o. 
L'équation  a  deux  inconnues  homogène 

ax  -+-  liy  =  o 

est  indéterminée.   Si  a  et  h  ne  sont  pas  tous  les  doux  nuls  les  solutions 
sont  comprises  dans  la  formule  -t  =  hl,  y  =  —  «X.  ),  étant  indéter- 
miné. Si  a  =  /)  =  o  l'équation  est  complètement  indéterminée. 
Soit  l'équation  à  deux  inconnues  quelconques 

ax  -t-  hy  =  c. 

Si  0  et  //  ne  sont  pas  tous  les  deux  nuls,  elle  est  indéterminée.  Soit 
■''o'Jo  ""''  solution  particulière  de  l'équation  ax  -H  liy  :=  c  ;  la  solu  - 
lion  1,'énérale  de  l'équation  est 

.T„  -H  bl       Yo  —  al. 

Si  a  r=:  fo=  o  et  '•  ;zi  o  ré(|uation  est  impossiiilc. 

Si  a  =  6  ^  c  =  o  l'équation  est  complètement  indolcrniinéc. 
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Soit  une  équation  homogène  à  un  nombre  quelconque  n  d'in- 
connues 

ax  -+-  by  -h  ...  -hfu  =  o. 

Si  les  coefficients  ne  sont  pas  tous  nuls,  il  v  a  une  infinité  de  solu- 
tions qui  s'expriment  par  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  n  —  i 
paramètres. 

SI  les  coefficients  sont  tous  nuls,  l'équation  est  complètement  indé- 
terminée. 

Soit  une  équation  à  un  nombre  quelconque  d'inconnues,  mais  avec 
second  membre 

ax  -h  by  -+-  ...  -h  fu  =  l. 

Si  a,  b,  .../ne  sont  pas  tous  nuls,  cette  équation  a  une  infinité  de 
solutions,  l'our  avoir  la  solution  générale  de  celte  équation,  il  suffit 
d'en  avoir  une  solution  particulière  et  d'y  ajouter  la  solution  générale 
de  l'équation  sans  second  membre.  (Ajouter  des  svstèmes  de  nombres. 
a,  p,  ...  X;  a',  3'.  ...  X'  ;  a",  i',  ...  À";  ...  c'est  former  le  système 
a  -h  a'  -H  a",  i,  -h  i'  -h  ?" ,  ...)■-+-  '''  -h  XM 

Pour  résoudre  un  système  d'équations  du  premier  degré,  on  tire 
d'une  équation  la  valeur  d'une  inconnue  en  fonction  des  autres,  et  on 
porte  cette  valeur  dans  les  autres  équation-s.  On  remplace  ainsi  la  réso- 
lution du  svstème  proposé  par  celle  d'un  autre  où  le  nombre  des  équa- 
tions, ainsi  que  celui  des  inconnues  est  moindre.  II  peut  d'ailleurs 
arriver  ou  que  le  système  soit  impossible,  ou  qu'il  soit  déterminé  (qu'il 
ait  une  seule  solution)  ou  qu'il  soit  iiuié  1er  miné.  Dans  ce  dernier  cas  il 
a  une  infinité  de  solutions.  Ces  solutions  s'expriment  par  des  fotictions 
linéaires  de  paramètres. 

Lorsque  le  système  d'équations  est  homogène  il  est  toujours  possible 
(ayant  toujours  la  solution  o.  o,  ...  ci.  En  tout  cas  les  solutions  s'ex- 
priment par  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  paramètres. 

l'our  avoir  la  solution  générale  d'un  svstème  quelconque  d'équa- 
tions linéaires,  il  suffit  d'en  avoir  une  solution  particulière  et  d'y 
ajouter  la  solution  générale  du  système  des  mêmes  équations  privées 
de  second  membre. 

rsous  supposons  connu  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  é(|ualions  et  aux 
systèmes  d'équations  équivalents. 

138.  —  Nous  appellerons  équation  iliopliantiennc  une  équation 
alfjêhriquc  à  coefficients  enlierx,  et  dans  larjaelle  il  s'agit  de  trou- 
ver pour  les  inconnues  des  valeurs  entières.  Nous  allons  considérer 
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les  équations  t]io[)haiilieniies  du   premier  dcuré.    Dans  ce  qui  va 
suivre  les  lettres  désigneront  toujours  des  nombres  entiers. 

Résolution  de  l'équation  diophantienne  du  premier  degré 
à  une  inconnue.  —  Soil  l'équation 

a.r  =  b. 

I,a  résolulion  de  cette  équation  n'est  autre  chose  que  la  recherche 
de  1  entier  f|ni  niulli[)!ié  |iar  ii  donne  h  ;  c"est  la  ([uestion  traitée 
au  n"  81. 

Si  «  ;zf  û  l'équation  est  possible  et  a  la  solution  .c  :=;  .  lorsque 
h  est  diNisihle  par  a. 

Dans  le  cas  contraire  elle  est  impossible. 

Si  a  =  o  et  6  ;zf  o  l'équation  est  impossible. 

Si  a  r=  6  =  o  l'équation  est  indéterminée,  elle  est  satisfaite  par 
toute  valeur  de  x. 

139.  Résolution  de  l'équation  diophantienne  du  premier 
degré  à  deux  inconnues  homogènes.  Défini  lion.  —  Lorsque  dans 
une  équation  ou  dans  un  svstème  d'éciunlions  il  \  aura  plusieurs 
inconnues,  tout  svstème  de  valeurs  des  inconnues  <pii  satisfera  cette 
équation  ou  ce  syslènic  sera  dit  solulion  ('  i.  Par  exemple 

.T  =r  2,        r  =  3,        :  =  —   I 

est  une  solution  de  l'équation 

2x  -h  Ixy  —  3:  =  IÇ). 

Soit  à  résoudre  j'éfiualion  diopluuilienne 

ax  -+-  hv  =  o 

du  premier  degré,  à  deux  inconnues,  homogène. 
Elle  s'écrit 

ax  =  —  by- 

De  sorte  (pie  la   question  est  identique  à  celUe  du    n"  111  ;  la 
(I)  .Vu  lieu  de  syslemc  ih-  soliilions.  comme  on  dit  quelquefois. 
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nolalion  seule  est  chanirée,  il  y  a  —  h  à  la  jjlace  de  b.  On  a  vu 
qu'il  y  a  une  infinité  de  valeurs  de  x  données  par  la  formule 

—  6). 


Dffi.  b)' 
r/éf]uation  (i)  donne  pour  y 

al 


Donc  l'équation  (i)  a  une  infinité  de  solulions 

1      _   -  ('>■ 
(2) 


b) 


).  étant  un  entier  arbitraire.  Les  formules  (2)  constituent  ce 
qu'on  appelle  la  solution  (jénéralc. 

Cas  iiarliciilier.  —  Si  a  et  //  sont  premiers  entre  eux,  la  solution 
^'énérale  de  l'équalion  (1)  est 

\  X  ^  —  6X 
(  y  =  al. 

Résolution  de  l'équation  diophantienne  du  premier  degré 
à  deux  inconnues,  quelconque.  —  Soit  l'équation 

(3)  ax  -—  bv  =  c, 

a  et  6  s'appellent  les  cuefficienls  ;  on  suppose  qu'ils  ne  sont  pas 
tous  les  deux  nuls;  c  s'appelle  le  Icrinc  coniui  ou  second  membre. 
S'il  est  nul  l'équation  est  homogène.  Ce  cas  n'est  pas  exclu. 

Tout  d'abord  si  D  (a,  h)  ne  divise  pas  c  l'équation  est  évidem- 
ment impossible.  Si  D  (a,  i)  divise  c,  on  peut  diviser  les  deux 
membres  de  l'équation  par  D  {a,  b),  il  reste  une  équation  de  même 
forme,  dans  laquelle  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux.  Mais 
nous  ne  supposerons  pas  ce  calcul  préliminaire  efTeclué  (nous 
verrons  pourquoi,  à  la  fin  de,  ce  numéro)  et  nous  considérons 
l'équation  sans  rien  supposer  sur  a,  h,  c. 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

l«l>IM- 
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Divisons  a  par  b,  soit  (j  le  quotient,  r  le  reste  (reste  ordinaire 
ou  reste  négatif  ou  reste  miiiimuni). 
On  a 

«  =  bi]  -+-  r. 

Donc  l'équalion  (3)  s'écrit 

(bq  -+-  r)  X  -h  bj  =  c, 
ou 

(4  )  h  {(jx  ^-  v)  -(-  r.T  ^  c. 

Nous  changeons  d'inconnues  en  posant 

(à)  Y^-^y  =  ^ 

Faisons  ici  une  remairpe  générale. 

Supposonsque  l'on  lasse  un  changement  d'inconnues  transformant 
un  système  d'équations  S  en  un  système  S'.  En  Analyse  ordinaire,  il 
suffit  ([ue  les  premières  inconnues  s'ex[)riment  sans  andjiguïlé  en 
l'onction  des  secondes  et  léciproquement  les  secondes  en  fonction 
des  premières,  pour  que  la  résolution  de  S'  soit  absolument  équi- 
valente à  celle  de  S.  Mais  dans  l'Analyse  diophantienne,  cela  ne 
suffit  pas.  11  faut  de  {)lus  qu'à  des  râleurs  entières  des  premières 
inconnues  rèjtondi'nt  des  valeurs  entières  des  secondes  et  récipro- 
quement. Celte  conthlion  est  satisfaite  ici,  car  les  formules  (5) 
montrent  qu'à  des  valeurs  enlièrcs  de  x,  y,  correspondent  des 
valeurs  entières  de  x',  )''  ;  et  réciproquement  les  formules 


(6)  ,  .-  _  „.'  = 


x'  —  qy'  =  y. 


montrent  qu'à  des  valeurs  entières  de  x\  y'  corres[)on(lent  des 
valeurs  enlièrcs  de  x,  v.  Par  ce  changemenl  d'inconnues  l'équa- 
tion (4),  c'est-à-dire  l'équation  proposée,  devient  : 

(7)  6t  -I- rW  =  c. 

Il  sullil   de   résoudre  celle  dernière   et  connaissant  les  valeurs 
de  x  et  y  ,  en  tirer  celles  de  a;  et  j  par  les  formules  (5). 
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L'équation  (7)  est  île  même  forme  que  l'équation  [noposée, 
mais  SCS  coerficients  li  et  r  sont  respectivement  plus  [X'tits.  en 
valeur  absolue,  que  les  coefficients  a,  h,  de  l'équation  primitive. 

Si  /•  =^  G  l'équation  (7)  n'a  plus  qu'une  inconnue. 

Sinon,  on  opérera  sur  elle  comme  sur  l'équation  primitive,  on 
en  décUiiia  une  nouvelle  équation 


et  ainsi  de  suite.  Comme 

\r   \<\b\ 
1  '■'  l<  1  '•  I 

il  arrivera  au  bout  d'un  certain  nombre  d'opérations  que  le  coeffi- 
cient de  la  seconde  inconnue  sera  nul,  et  l'on  sera  amené  à  une 
équation 

(8)  oa:<'»  -h  f/ji''  =  c. 

(/  ne  sera  pas  nul  car  les  coefficients  o  et  Z»  de  la  première  équation 
n'étant  pas  tous  les  deux  nuls,  les  co3fficients  //  et  /•  de  la  seconde 
ne  le  sont  pas  non  plus  tous  les  deux  et  par  suite  non  plus  ceux 
de  la  troisième  équation  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  posé  ;  si  d  ne  divise  par  c  l'équation  (8)  est  impossible.  Il 
en  est  donc  de  même  des  précédentes  et  par  suite  de  l'équation 
proposée. 

.Si  d  divise  c  l'équation  a  pour  solutions 


c 


/.  étant  un  entier  arbitraire.  Remontant  de  proche  en  proche  on 
trouvera  successivement  les  valeurs  de  x''~'*,  y"""  ;  puis  celles  de 
x^'~^\  y"~''',  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  x  et  y  en  l'onction  d'un  entier 
arbitraire  /. 

Maintenant  on  remarquera  que  d  est  le  plus  fjrand  commun 
diviseur  des  entiers,  a,  h.  Car  la  suite  d'opérations  par  laquelle 
on  détermine  les  coefficients  successifs  a,  h,  r,  r  ,  ...  d,  est  exacte- 
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ment  la  même  que  celle  par  laquelle  on  trouve  ce  plus  grand 
commun  diviseur.  De  là  on  déduit  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équaliun 
ax  -h  l'y  =  c  soit  possible  et  que  D  (a,  /')  ilivise  c. 

Nous  avons  remarqué  au  début  de  ce  numéro  que  celte  condition 
était  nécessaire,  mais  la  réciproque  n'était  pas  évidente. 

On  com[)rendra  maintenant  pourquoi  nous  n'avons  pas  supposé 
que  l'on  ait  au  préalable  clierclié  ce  plus  grand  commun  diviseur 
D(a,  b^  pour  simplifier  l'équation.  C'est  que  pour  le  calculer  il 
aurait  fallu  faire  les  mêmes  calculs  que  pour  résoudre  l'é(juation. 

Remarque.  —  On  peut  aussi  donner  l'énoncé  suivant,  é(jnivalent 
au  précédent. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
at  -f-  l>y  =  c  soit  possible  est  que  D{a,  b)  =^  D(a,  b,  c). 

140.  ïmiouÈMn;.  —  Pour  aM>ir  la  solution  rjénérale  de  l'équa- 
tion ax  -h  by  =  c,  il  sujfit  d'en  avoir  une  solution  partieulH're  .c^-Jo 
et  d'y  ajouter  la  solution  (jénérale  de  l'équation  privée  de  son  second 

.         —  /)X  aX 

inemhre  v>- — p  ,  tc-t- — r.. 
D  (a,  b)    D  (a,  6) 

En  effet  on  a  par  hypothèse 

ax„  ■+-  bY„  =  c. 

Donc  l'équation  ax  -{-  by  =  c  peut  s'écrire 

ax  -+-  liy  =  a.r^  -+-  M-,,, 
OU 

a  (x  —  a-j)  4-  6  (j  —  v„). 

En  prenant  comme  nouvelles  inconnues  x  —  a"„  =  X  et 
y  —  j„  =  Y,  d'où  X-  :^  iCo  -+-  X,  y  =  To  -+-  V,  l'équation  proposée 
s'écrit 

a\  +  b\  =^  o, 

dont  la  solution  générale  est 

Y  _         ^  ''^    Y  -  ^'h^ 
^—       D"(a.  by  i)(a,  6)" 
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Donc  la  solulion  trônérale  pour  x,  y,  est 

,  _       _       bl  _  al 

^'J^  a;  _  a^„       ^  ^^^  ^^ ,       y  —  v,  -^  y>  {a.  by 

141.  RenKinjae.  —   Si  l'Jijiiation  est  pnsslhlc,  il  y  a  une  solu- 
tion cl  une  seule  telle  fjue 

(lo)  o  <  x<  -  '  '-^- 


En  elTet  dans  la  l'oiniule 

_       _       hl 

^  ^  •'■"        D  fa,  fcj  • 

il  suffit  de  faire  }.  =  q,  ij  étant  le  quotient  à  une  unité  piès  de  x^ 
par  Ti-T — -,-.  pour  que  la  condition  (lo)  soit  remplie  et  cette  valeur 

de  ).  est  d'ailleurs  la  seule  pour  laquelle  cela  a  lieu. 

On  verrait  de  mC-me  qu'il  y  a  une  solution  et  une  seule  telle  que 

,       ^  I    H  ^  .  I    ''   I 


2D(«,  fc)  ^      ^  20  {a,  b)' 
On  verrait  aussi  qu'il  y  a  une  solution  et  une  seule  telle  que 

o<y< 


D  (a.  fc) 
et  une  solulion  et  une  seule  telle  que 

2D  (a,  fc)  ^-^  ^  sD  (a.  b)- 

Celte  remarque  permet  de  déterminer  une  solution  en  essayant 
par  exemple  pour  x*  tous  les  entiers  satisfaisant  à  la  condition  (  1 1). 
Si  aucune  d'elles  ne  donne  de  valeur  entière  pour  y,  l'équation  est 
impossible. 

Si  l'une  d'elles  donne  une  valeur  entière  pour  y.  on  a  une  solu- 
tion particulière,  d'oîi  l'on  déduit  la  solution  générale  par  la  for- 
mule ((j).  Celle  méthode  est  à  recommander  lorsque  les  coeflicicnts 
a,  b,  sont  petits. 

Rcnianjues.  —  Enfin  on  simplifiera  souvent  la  résolution  d'une 
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é,ii  iliun  par  de?  remarques  parliciiliùres.  Par  exemple  en  divisant 
les  Irois  coefficients  a,  l>,  c  par  un  diviseur  commun,  quand  ce 
diviseur  est  évident. 

On  encore,  s'il  \  a  un  diviseur  commun  d  entre  c  et  l'un  des 
deux  coefficients;  par  e\em|ile  <i,  et  que  ce  diviseur  </  soit  premier 
avec  //,  en  remarquant  que  d  doit  diviser  v,  on  pourra  poser  y  =  f/y' 
et  tliviser  l'écjuatioii  par  (/,  ce  qui  la  siiuplific 

Exemple.  —  780  .t  —  371'  :=:;  64 
7  !o  et  Ci  ont  le  divisi'ur  commun  2,  qui  est  premier  avec   27,   donc  _v 
d  lit  être  diviblc  par  2  et  l'on  peut  poser  v  =  av'.  (l'osant  aussi  .t  =  x' 
piur  la  svmétrie  dos  notations    l'cqualio:!  devient 

365  y'  —  27  V'  =32. 

Les  calculs  à  cfTecluer  sont  les  suivants 

ISGô  =  27.  li  —  i3 
{:i~  .  I  '1  —  i3'  x*  —  27  v'  =  Si 
2.7  (14  ■'e'  —  y')  —  v3ix'  =  3a 

■  \  x'=f 

271'  -  i3j"^32 
27  =  i3  .  a  -t-  r 

(i3  X  2  +  i).-c   —  tSy  =  32 

iZ{2x"  —y')  -h  a.'  =  33. 

Inutile  d'aller  plus  loin.  Pour  salisfauc  cotte  équation  on  posera 

■     2  ar"  —  )"  =■  À 

et  l'on  a 

x"  =^  —  i3).  -t-  3a 

p  jis 

y"  =  —  27).  +  (th- 

Mois 

.-.'  =  —  27).-^  ()4 
/  ^  —  3155  X -I- 864 


d'  .11  la  solution  générale 


X  =  —  27X  -f-  0^ 
V  =r  —  tSo  -t-  I  728- 
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On   siiii|)lillc   un  peu  en  cliangcanl  de  notation  cl  en  icniplarant  X 
|iar  X  +  2. 

.7-  =  —  27  X  +  10 
y  =  —  7:îoX  +  2C8. 


142.  Itiiinirquc.  —  Au  lieu  Je  [)rocéJer  de  la  fa(,oii  prccédcnlc,  qui 
revient  en  somme  à  iccoininencef  le  raisonnement  général  sur  cliaquo 
exemple  pailiculier,  on  peut  appliquer  le  procédé  de  calrid  suivant  : 
On  ellcctue  sur  «  et  d  les  opérations  du  plus  grand  commun  diviseur, 
on  a  ainsi  <l  ;  on  pose  l'équation  (8)  et  on  prend  une  solution  parti- 
culière de  l'équation  précédente,  puis  une  de  l'équation  anti-précédente 
•et  ainsi  de  suite,  en  appliquant  (  liaqne  lois  les  formules  analogues 
à  (G).  Quand  on  a  ainsi  ime  solution  particulière  de  l'équation  pro- 
posée, on  a  la  solution  générale  par  les  formules  ((y. 

On  remarquera  d'ailleurs  qu'on  peut  toujours  supposer  a  et  h  po- 
sitifs (en  cliangeant,  s'il  le  faut,  x  en  —  x  ou  j  en  —  v).  Déplus, 
si  D((j,  fc)  :=  1  on  peut  supposer  i;  =  1  (car  ayant  une  solution  parli- 
•culièrc  atj.  Vd,  de  l'étiualion  cix -h  by  =  i,  on  en  a  immédiatement 
une  ex,.  (Vq  de  l'équation  ax  -i-  by  =  c).  D'ailleurs,  lorsque  c  =  i 
la  dernière  équation  a  toujours  comme  solutlor.  particulière  1 ,  o  et 
ravant-dernière  o,  i . 

On  peut  commencer  à  celle-ci. 

E.rentiÀe.  —  L'équation  considérée  [dus  haut 


(.2) 


;iGj. 


.7/  =  3a 


<jui  se  ramené  a 

(13)  .3G5x"+  27/=  I 

•donne  les  calculs  suivants  : 


i3 

1 

1 

i3 

G') 

^7 

ik 

i3 

1 

!)■'> 
i4 

i3 

' 

0 

365  et  27  sont  premiers  erilic  eux.  (  )n  peut  supposer  c  =  i . 

L'avant-dernièie  équation   a   comme   solution    [i  u  llculière  o    1    le 
quotient  correspondant  est  1   : 

sjlulion  pirlîc  ilièrj  ijtiottenl  c jrrcsjnn.Iar.l 

l'équation  précédente  1.0  —     1  .  1  =  —  1  i 

»  —  1,1  —  (  —  I    -     2  1  :> 

»  ('>0'       2,  —  I  —  ri  .  2  =;  —  27 
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Donc  l'équalion  (12)  a,  comme  solution  particulière, 

0  X  32  -^  04      et      27  X  32  =  804 

et  sa  solution  générale  est 

.T  =  04    —  27  À 
j  =  864  —  305X. 

résultat  trouvé  plus  liaul. 

D'ailleui's  cette  métliodo  est  identique  à  celle  qu'on  tire  de  la  théorie- 
des  Iracllons  continuelles  et  qui  sera  développée  plus  tard. 

143-  Itcinarqiie —  Dans  la  lliéorie  précédente  de  l'équalion 

ax  -t-  by  =  c 

nous  avons  supposé  qu'on  avait  lait  au  préalalile  la  lliéorie  des  divi- 
seurs communs  à  deux  entiers.  Cela  n'est  pas  indispensable.  Nous 
allons  recommencer  en  supposant  seulement  acquis  les  résultats  anté- 
rieurs au  n°  94  et  nous  allons  en  cherchant  à  résoudre  l'équalioi» 
a.c  "  hy  =0  retrouver  les  résultats  relatifs  au\  communs  diviseurs. 
Reprenant  le  raisonnement  et  les  notations  du  n"  139  nous  posons 

IJX  -+-  Y  =^  x' 
X  =  r' 

cl  nous  ramenons  l'équation  proposée  à 

bx'  -+-  ry'  =  G 
etc. 

Finalement  nous  sommes  conduits  à 

(8)  o.t('I  -f-  <fj("  =  c. 

Soit  d'abord  c  =  0.   L'équaton  (8)  a  évidemment  coinine  solutio» 
générale 

a:<"  =  X 
v»')  =  o. 

Uemonlanl  de  proche  en  proche,  on  trouvera  la  solution  générale  de 

j  ax  -\-  by  =^  o. 

Nous  allons  montrer  (jnc  cette  solution  générale  est 

—  h  ~  a  . 

X  =:  — j-  A  y  =   -  A. 
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Nous  allons,  en  ell'et,   Jéinonlror  (iiie   pour  loulc  cqualion  inlcr- 
médiaire 

a/.a;(*'  +  6*v'^'  =  o 
la  solution  générale  est 

'  Il  ■'  d 

C'est  vrai  pour  la  dernière  équation  (8)  pour  laquelle 

«1  =  o       /»4  =  d. 

11  suflil  donc  de  démontrer  que  si  c'est  vrai  pour  une  équation,  c'est 
vrai  peur  la  précédente.   Considérons  deux  équations  consécutives,  soit 

(i5)  a^..,.T'^-') -j..  6,._,v''-.)  z=  o 


ou 


{k-,q,  -^  '\._,)a-('-')  -i-  fc,_,j''-'>  =  o 


la  première. 

On  fait  la  substitution 


et  l'on  obtient  l'équation  suivante 


(17)  h-iX'*  ■+■  i-k-O""^  =  0-       ■ 

Par  livpotlièse  la  solution  de  l'équation  (17    est 

d  "  d 


Les  formules  (16)  donnent  alors 


('-')  =  iW  —  nvW  —  '^-' 


y,*-,,   _,3j 


çyiM  =  . 


n-i+ 


qk-t  j  _  —  q>.- 1 


ou  en  changeant  À  en  —  X. 


d  •'  d 


ce  qui  est  la  formule  annoncée  pour  l'équation  (if)). 
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Kn  conséquence  la  solulioii  de  rcijtialioii  ar  -\-  by  ^^  o  csl  l>'cn 


/, 


a  . 


(18)  X  =  —   ,1       Y  =  -,l. 

11  est  Hicile  maintenant  de  dcmoiitrer  fjue  loul  diviseur  comnmn  à  (t 
et  h,  divs:  d.  Ya\  cH'cl  soit  î  un  tel  diviseur,  l'équation  ax  f-  /)>'  =  o 
admet  évidoninicnt  la  solution 

b  a 

a-  =  —  .,       r  ^  ^ . 

0       "        0 

Les  l'orniides  (18)  doivent  la  donner.  Donc  pour  une  cerl;'.ine  valccr 
entière  de  )  on  a 

h  h 

d  l 

il'où 

Donc  0  divise  d. 

On  retiouvc  ainsi  la  propriété  fondamentale  du  noinlne  d. 

144.  Géométrie  des  nombres.  —  La  géométrie  des  nomijres  est 
à  la  théorie  des  nombres,  ce  qu'est  la  géométrie  anal\  tique  à  l'analyse. 
Elle  traite,  soit  des  applications  de  la  s^éométric  à  la  théorie  des 
nombres,  soit  au  contraire  de  celles  de  la  théorie  des  nombres  à  la 
géométrie.  ('). 

Une  suite  de  points  équidistants  sur  une  droite  sera  appelée  une 
échelle  df  iminis  -).  Le  segment  coiupris  entre  deux  points  consécutil's 
sera  dit  base  ou  segment  élémentaire.  Les  nombres  entiers  peuvent  être 
représentés  par  une  échelle  de  points.  L'un  deux  représentera  zéro, 
on  l'appellera  point  zéro  ou  originf.  On  choisit  sur  la  droite  un  sens 
positif.  Le  point  d'abscisse  n  (a  entier)  (l'unité  de  longueur  étant  la 
distance  de  deuv  points  consécutifs  de  l'échellei  rp|)résenlei'a  l'entier  a. 
on  l'appellera  le  point  a. 

(')  Le  mot  <i  géomctrio  des  nombres  »  est  ili'  Mi>ko\v5ky  {Gi'omelrie  cicr 
Zalilcn,  Leipzig,  Teubner,  i<S()6),  qui  l'emiiloic  d'ailleurs  dans  un  sens  plus  gé- 
néral que  nous  ne  le  faisons  ici.  M.  Ci.  Vhnolx,  dans  une  suite  d'ouvrages,  de 
caractère  plus  élémentaire,  dont  le  premier  date  de  iSijS,  emploie  le  mot 
«  Arilliméliiiuc  rirapliiijiii'  >•. 

(^)  Noms  ne  discutons  |>as  ici  la  notion  do  distance,  non  plus  que  toutes 
celles  de  la  gi'oniélrie.  tletlc  science  n'est  traitée  ici  qu^  comme  auxiliaire,  les 
résultats  auxquels  elle  pourra  conduire,  auront  toujours  besoin  d'être  dé- 
montrés autrement. 
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Etant  donnés  les  points  a  ot  h.  comment  trouver  les  points  a  -f  6 
et  a  —  /<  ? 

On  prendra  à  partir  du  ])oint  a  comme  origine  un  segment  cqui- 
pollent  ( ')  à  0/),  la  terminaison  (-1  de  ce  segment  sera  le  point  n  -^  b. 

En  prenant  à  partir  du  point  n  comme  origine  un  segment  écpii- 
pollont  à  bQ,  la  terminaison  de  ce  segment  sera  le  point  a  —  b. 

On  déduit  facilement,  de  ce  qui  précide,  le  mo\cn  d'obtenir  le  point 

a  —  6  + '•+...  +/-!-(/ 

connaissant  les  points  a,  l>,  c /,  </. 

Etant  donnés  les  points  a  et  /;,  comment  trouver  le  ])oint  ab  •• 
11  suflit  de  prendre  Oa  comme  nouvelle  unité  de  longueur  de  façon 
que  le  point  O  continuant  à  représenter  zéro,  le  point  a  soit  mainte- 
nant le  point  I.  Le  point  qui  dans  ce  nouveau  système  représente   b, 
représente  ab  dans  l'ancien. 

11  est  bien  entendu  que  tout  cela  est  vrai  quels  que  soient  les  sigi  es 
de  a  et  b. 

145  Etant  donnés  deux  entiers  a  et  1),  trouver  leur  rap- 
port, s'il  est  entier-  —  (l'csl-à-dire  l'enlier  </  tel  que  «•/  ^  b.  H 
suffit  de  voir  si  le  point  b  se  trouve  dans  l'échelle  délinie  parle  segmcnl 
Oa  comme  base.  Si  oui,  le  problème  est  possible  et  l'entier  q  est  celui 
que  représente  le  point  b  dans  le  système  ayant  0  comme  origine  et 
06  comme  unité  de  longueur.  Sinon  le  problème  est  impossible. 

Dans  le  cas  où  le  problème  est  impossible,  le  point  b  tombe  entre 
deux  points  du  nouveau  système.  Soit  qa  celui  qui  est  du  côté  de  a-'. 

On  a 

b  =  qa  -\-  r, 
avec 

o<r<  I  6!  .  ,;     ■    ;■ 

Le  reste  r  est  la  longueur  du  segment  qui  va  du  point  qa  au  point  b. 
Le  reste  négatif  r'  est  la  longnear  alsébrique  du  segment  ayant  comme 
origine  le  point  qa  -h  \  a  \    et  comme  terminaison  le  point  b. 

146.  Réseau  de  points.  —  On  appelle  ainsi  les  points  délerminés 
par  deux  séries  de  parallèles,  ces  jmralléles  clanl  rqiiidislantes  dans  chaque 
série. 

\^)  T)cnx  segments  èquipoltcnls  sont  deux  segments  île  même  longueur  el  ih 
même  sens. 

{-)  Nous  appelons  terminaisun  d'un  segment,  ce  qu'on  appelle  souvent  son 
extrémitc. 
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Deux  pai-allèles  successives  (i'uuc  série  et  deux  paialIMes  successives 
(le  l'autre  Ibrmetil  un  parallélograïunie  qu'on  appcllo  linsc  du  réseau 
ou  jiaraUélogramme  èléinenlaire.  Dans  le  cas  particulier  où  ce  parallélo- 
gramme est  un  carré,  le  réseau  est  dit  réseau  carié. 

147.  Représentation  d'un  système  de  deux  entiers.  — 
Pour  représenter  un  svslènie  de  deux  entiers  a,  b,  nous  traçons  deux 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  t  >.c,  Ov  et  nous  niarcpions  le  point 
de  coordonnées  a,  b,  que  nous  appelerons  point  (a,  /<).  L'ensemble  de 
ces  points  ('ornic  un  réseau  carré. 

Plus  (iraïul  coniniun  diviseur  de  deux  entiers,  nédaction  d'une  fraction 
à  sa  jdus  sinij)le  expression.  —  Soient  les  entiers  a,  b.  Clierclions  les 

fractions  y,  égales  à  j.  Soit  1  le  point  (a,  b],  1    le  point  {a',  b).  D'après 

un  résultat  connu  de  géoméirio  analvlique,  l'égalilé  de  .-  et  -,  prouve 

que  les  points  0,  I,  1'  sont  on  ligne  ilroite.  11  faut  donc  clierclier  tous 
les  points  du  réseau  par  lesquels  passe  la  droite  01. 

Soit  r  celui  de  ces  points  qui  est  entre  O  cl  I  (0  exclu,  I  inclus)  et 
le  plus  pris  de  O.  En  transportant  le  réseau  parallèlement  à  lui-même 
de  façon  (juc  <>  vienne  en  1',  puis  recommençant  plusieurs  lois  cette 
translation  ;  en  la  recommençant  aussi  dans  le  sens  contraire,  on  voit 
sans  peine  tpic  les  points  cliercliés  forment  une  échelle  dont  Ul'  est  la 
base. 

En  particulier  1  appai  lient  à  celle  éclicllo.  On  a  donc 

n  =  f/o', 
b  =  db'. 

On  retrouve  ainsi  les  lésultats  connus. 


148.  Résolution  de  ax   r  by  =  0-    —    Soit    1    le    point    (o,    b) 

(fig.  I  )  ;   r  le  i)oiiil  — -  ,  ,;— —     1,    La  droite  ax  -i-  by  =  o  est 

^  °  '  I  U  (1.  '>)     IJ  (a,  /')  I  "^ 

la  perpendiculaire  à  O  I  menée  par  O.  Pour  résoudre  l'équation  il  faut 
délerminer  par  quels  points  du  réseau  ])asse  celte  droite. 

Or  c'est  une  propriété  évuleiite  du  réseau  carré  de  revenir   coïncider 

avec  lui-même  par   une  rotation  de      autour  de  l'un  de  ses  points.  Si 

on  fait  celle  rotation  autour  de  0  la  droite  O.r  devient  Ov,    Ov   devient 
Ox'  ;  la  droite  01  devient  la  droite  ax  -+■  hy  =  o,  et  le  point  1'  devient 
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k'  de  coordonnées 
l'équation 


1)  (a,  h)  '   D  [a.  h) 


— rr .  On  a  ainsi  une  solution  de 


^  — ~l)(a.  fc)'  ^        D(a,  by 

D'aprî'S  ce  qu'on  a  dit  au  n"  147  toutes  les  solutions  forment  une 
échelle  de  base  OK.'. 

La  solution  générale  est  donc  .     . 

_  b\  _  _°2: 

^  =  —  D(a7TÔ  '^'  ~  D  (a,  b)' 


Fig.  I. 


149.  —  Avant  d'aller  plus  loin  nous  devons  revenir  sur  les  réseaux. 
Soient  .\  et  A' deux  points  quelconques  du  réseau.  Toute  translation 
du  réseau  équipoUente  à  AA'  fait  recoïncider  le  réseau  avec  lui-même. 
L  n  point  0  considéré  comme  lié  au  parallélogramme  ABCD  vient  par 
cette  translation  occuper  une  position  ()'.  Les  points  0  et  0'  seront 
dits  congruenls.  Deux  figures  formées  de  points  respectivement  con- 
Kruents  seront  dites  congrnenles. 

Deux  figures  congruenles  à  une  troisième  sont  congruenles  entre 
elles. 

ïniiORKME.  —  L'aire  d'un  parallélogramme  ajanl  pour  sommets  quatre 


)G 
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points  cotuiriieiils  du  réseau,  si  l'on  prend  comme  unllé  l'nlre  du  parallélo- 
(jramme  étémenlalre.  est  mesurée  i>iir  le  voinhre  de  points  ilu  réseau  iju'il 
contient;    en   comptant   chaipie  point  qu'il  contient  à  son  intérieur  pour  i, 

chaque  point  qu'il  contient  sur  un  de  ses  cOlé'S  pour  - ,  chaque  point  coïnci- 
dant arec  un  de  ses  sominrls  pour  y , 

Soient  A,  li,  C,  l),  f[\i.\lrc  points  rongruents  (')  (fig.  2).  Supposons 
d'abord  (pi'il  n'y  ait  pas  ilc  somiiicls  du  réseau  sur  le  contour  du  pa- 
rallélograninie  AIîCD.  La  surface  de  ce  parallélogramme  se  décompose 
en  parallélogrammes  élémentaires  lois  que  AINP'J. 
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Il  V  a  il  est  vrai  des  parallélogrammes  éléuienlaires  qui  ne  sont 
qu'eu  partie  dans  ABCl),  par  exemple  HSTl  :  mais  les  points  II,  K' 
où  le  contour  de  IlSTL  est  coupé  par  AB  sont  congruents  de 
deuv  points  II',  K',  situés  sur  CD,  de  sorte  que  KIIKTU  et  II'VK 
peuvent  être  considérés  comme  formant  nu  parallélogramme  élémen- 
taire. Dans  ces  conditions,  à  l'intérieur  do  ABCD,  chaque  point  du 
réseau  appartient  à  [uatrc  parallélogrammes  élémentaires  et  cba([uc 
parallélogramme  élémentaire  a  quatre  sommets,  il  y  a  donc  autant  de 
points  du  ri'seau  que  do  parallélogrammes  élémentaires,  ce  (pie  dé- 
montre le  tliéorème. 

Pour  démontrer  le  théorème  dans  le  cas  où  il  y  aurait  des  points  du 
réseau  sur  le  contour  de  AlïCd).   il    "-nfril    do  supposer  que    \P>r.D  se 


Sur  la  figure  le  rûscau  est  earré,  mais  cela  n'importe  pas. 
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lo- 


déplace  d'une  façon  continue.  Au  moment  où  un  coté  de  AlîCD  passe 
par  un  point  du  réseau,  le  côté  opposé  passe  par  un  antre,  l'un  de  ces 
poinls  entre  dans  le  parallélogramme  quand  l'autre  en  sort.  Au  mo- 
ment où  ils  sont  tous  les  deux  sur  le  contour  de  ABCD  ils  ne  doivent 
donc  à  eux  deux  compter  que  pour  un.  De  même,  au  moment  où  un 
sommet  du  parallélogramme  vient  à  coïncider  avec  un  point  du  réseau, 
il  en  est  de  même  des  quatre  sommets,  etc. 

150.  Résolution  géométrique  de  ax  -  by  =  c —  Je  suppose 
a  et  '(  premiers  entre  eux.  Je  dois  construire  la  droite  ax  4-  hy  =  c  et 


/>4.               '/ 
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^     ^4 
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Fis    3. 


voir  par  quel  point  du  réseau  elle  passe.  Soit  1  le  point  a,  ly  i  fig.  3). 
Je  considère  d'aljord  la  droite  ox  -j-  hy  =  o,  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire à  01  menée  par  0.  On  a  vu  (n"  148)  qu'elle  passe,  outre  le 
point  O,  par  d'avUres  points  du  réseau,  en  particulier  par  le  point  K 
(/,, -n). 

Or  la  droite  ax  -\-  hy  =  c  est  parallèle  à  ax  -h  hy  =  o.  Si  elle  passe 
par  un  point  51  elle  passera  par  une  infinité  d'autres  poinls  du  réseau 
formant  une  écliellc  de  base  égale  à  Ok.  D'où  l'on  conclut  qu'elle 
passe  par  un  point  du  réseau  situé  entre  les  droites  01  et  Kl.  indéfini- 
ment prolongées  (sur  01  au  besoin  mais  non  sur  Kl>),  soit  M^. 
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Ce  qui,  traduit  algébriquctnent,  signifie  que  si  .To,  v^  désigne  une 
solution  il  y  en  a  une  infinité  données  par  les  l'oimules 

a-„  —  fcX,       jo  -+-  al 

et  qu'on  peut  en  trouver  une  satisfaisant  avix  conditions 

(i6)  o  •<  ''.r  —  ay  <  a-  -l-  b^. 

Ilcste  à  démontrer  que  M„  existe.  Pour  cela  je  vais  considérer  un 
segment  occupant  d'abord  la  position  OK  et  se  déplaçant  parallèlement 
à  lui-même,  et  je  vais  démontrer  que  si  Ton  représente  par 

ax  4-  bv  =  V 

l'équation  variable  de  la  droite  qui  le  porte  ;  lorsque  le  segment  en  se 
déplaçant  passera  par  les  dilTéronts  points  intérieurs  à  la  bande  (ou  sur 
OA  mais  non  sur  k.Ci,   -'  prendra  toutes  les  valeurs  entières  possibles. 

En  eiïct  examinons  d'abord  ce  qui  se  passe  quand  le  segment  se  dé- 
place de  OK. inclus  à  IL  exclus.  Lorsqu'il  est  en  OK,  -;  —  o;  lorsqu'il 
est  en  KL.  ■'  =  a-  -h  b'.  Or  la  surface  du  carré  OKLI  étant  01-  ou 
a-  -H  b-  il  V  a  a-  -i-  6-  points  dans  son  intérieur,  en  comptant  les 
quatre  points  0,  .\.  B,  C.  pour  un  (d'ailleurs  il  n'v  en  a  pas  sur  les 
cotés  mêmes  du  carré  .  De  plus  quand  le  segment  passe  par  un  point 
delà  bande  il  ne  passe  pas  par  un  second  (puisque  les  points  du  réseau 
situés  sur  une  droile  parallèle  à  OK  sont  séparés  deux  ù  deux  par  une 
distance  égale  à  OK). 

On  conclut  de  là  que  -,'  prend  a-  -+-  h-  valeurs  entières  différentes 
depuis  0  inclus,  jusqu'à  a-  ■+-  b-  exclus,  donc  il  prend  toutes  les  va- 
leurs entières  o,   i ,  2 a^  -h  b'  —  i. 

On  verrait  de  même  que  si  le  segment  se  déplaçait  de  IL  inclus  à 
II)  e\clus,  Y  prendrait  les  valeurs 

a-  -r-  b-,  a-  4-  //'  -t-  I ,  ...  2(a-  +  b-)  —  l 

elc,  et  si  le  segment  se  déplaçait  dans  l'autre  sens  de  OK  exclus  à  IL 
inclus,  Y  prendrait  les  valeurs  —  i  —  a,  ...  —  {a"  —  />-),  elc. 

Donc  Y  prend  toutes  les  valeurs  entières  possibles.  Donc  l'équation 

ax  ■+-  by  =  c 

est  possible  quel  f|ue  soit  c. 

Nous  avons  ainsi  retrouvé  tous  les  résultats  obtenus  précédemment 
par  le  calcul,  et  même  le  résultat  (i6)  est  nouveau.  Il  est  d'ailleurs 
facile  à  démontrer  analvti(|ucmcnt.  11  est  analogue  au  résultat  (9),  moins 
simple,  mais  plus  svmétrique. 
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On  pourrait  le  reiiiplacor  par 

—  ^ — ~ — ^  <  {"^  -^-  h')  <  — 2 —  • 

D'une  façon  générale  /.  m  étant  un  des  coefricienls  quelconques,  on 
peut  trouver  îles  solutions  telles  que 

o  <5  /x  H-  inv  <  I"'  —  ""'I 
ou  même  telles  que 

_^  llh  _  n,a\  <  {Ix  4-  my)  <  -   \lb  -  ma\  (') 

NOTE  ET  EXERCICES 

La  solution  de  l'équation  diophanlienne  ax  -\-  hy  =^  c  était  déjà 
connucdes  géomètres  hindous  au  m*  siècle.  \  oir  Arilhmelio  of  Bliaxara, 
cliap.  MI  et  Alfjebrn  of  lirwjitieijupla,  cap.  i.  Colebrooke's  iranslalion 
London,  1817. 

Le  procédé  de  calcul  du  n°  142,  qui  est  identique  à  celui  qu'on  lire 
de  la  théorie  des  fractions  continuelles  est  dû  à  Lagrange,  Mém.  de 
l'Ac.  de  Berlin  (1767),  ou  Additions  à  l'Ahj'ebre  d'Euler. 

Crellc  a  donné  une  table  des  plus  petites  solutions  positives  de 
l'équation  a,.r  —  a^y  =  1  pour  toutes  les  valeurs  des  coefficients  a, 
ci  a-,  depuis  o  jusqu'à  120.  J.f-  r.  u.  a.  M.,  Ifi  (i85l),  p.  299. 

Exercice  I.  —  Résoudre  l'équation  8.r  -1-  1 1  y  =  joi. 

II.  —  Soit  l'équation  diopliantienne  ax  -(-  fc v  ^  e  où  l'on  suppose 
D(a,  fc)  =  i.  Déterminer  les  solutions  dans  lesquelles  les  valeurs  de  x 
et  de  y  sont  premières  entre  elles. 

Réj).  —  Déterminons  deux  entiers  y,  i  parla  condition  aï  -H  ti  =  I . 
Les  solutions  demandées  sont 

X  ^=  se  —  b-J., 

V  ^  Se  +  a'J',  .   . 

[i  étant  un  entier  premier  à  c,  arbitraire  d'ailleurs. 

(')  Pour  une  autre  es[ièce  de  discussion  géométrique  do  Icqualion  dioplian- 
tienne linéaire  à  deux  inconnues,  voir  Poissot,  J.  il.  m.  p.  c.  a.,  10  ;  i845  , 
p.  55. 
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A    PLUS    DE    DEUX    INCONNUES 

ET    DES     SYSTEMES     DE      TELLES      ÉQUATIONS 


151.  — La  mùtlidde  à  suivre  pour  rt'soiulic  do  telles  ('i|ualions 
est  analogue  à  celle  du  n"  139.  Soil  l'équalK)!!  à  ii  iiiconiiues 

(i)  ax -i-'uy -h  ... -i-i-l-hj'u  =  l, 

n,  II,  ...  ('.  /",  sont  les  cocfjiciciils.  (_)n  suppose  tju'iis  ne  sdiit  [las 
h^wr.  n\\\s,.  l  c&\.\c.  Icrmc  connu  on  \e.  second  mciiiiiw  S'il  est  mil, 
l'équalion  est  dite  hnnw(jlm'. 

Tout  d'abord,  si  !)(<(,  h,  ...  e,f)  ne  divise  pas  /,  Téqualion  est 
impossible.  Si  V)(ri,  h,  ...  r,  f)  divise  /,  on  peut  diviser  les  deux 
membres  de  l'équation  par  D('/,  /',  ...  <",/).  Mais  nous  ne  suppo- 
serons pas  ce  calcid  préliniiiiaire  elïertué  pour  la  même  raison 
qu'au  n"  139' 

Soil  i)our  fixer  les  idées 

I"  1  :■■  I  ''i>->in>l/l  • 

Divisons  a,  /',  ...  c  par  y.   Soil 
a,  ;y,  ...  c  étant  les  restes  rordinaircs,  ou  négatifs,  ou  minimums). 
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LY'cjualion  (i  I  s'éciit 

cr J  -4-  3 V  -+-   . . .  H-  il  -hfi/l-i-  -+-  f/y  -H  ..,  H-  '/<"-'•"  <  +  H    =  /. 

Faisons  le  cliangemcnt  d'inconnues  sui\ant 

I  x  =  x'  ■ 


(3) 

'  ij.r  -+-  q'y  -h  ...  -h  7  '"~"'  <  ~T-  «  =  h'.  ' 

A  des  valeurs  enlières  de  ./:,   y,    ...    l,   u,  conespoudcnt  des 
valeurs  entières  de  x',  y',  ...  i .  a  et  léciproqucnient. 
Par  ce  clian^'cinent  d'inconnues,  l'équalion     i    devient 

(Zi)  ox'+  p/ -h  ...+£('  4- _/«•== /. 

Or,  celte  nouvelle  équation  est  de  même  forme  que  la  proposée, 
mais  dans  la  proposée,  le  coefficient  qui  a  la  plus  petite  valeur 
absolue  est  /;  tandis  que  dans  l'équalion  Jt  le  coclficient  qui  a 
la  plus  petite  valeur  absolue  en  a  une  inférieure  à  |/|.  Si  ce 
coefficient  est  nul,  celte  équation  a  moins  d'Inconnues  que  la  pré- 
cédente. Sinon  on  opérera  sur  elle  de  la  même  façon  que  sur  la 
première,  puis  do  la  même  fat;on  encore  s'il  le  faut  sur  l'oquation 
obtenue  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  équation 
ayant  moins  d'inconnues  que  l'équalion  proposée. 

Si  l'équalion  ainsi  obtenue  a  plus  d'une  inconnue,  on  opérera 
encore  siu-  elle  de  la  même  façon  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  une  équation  qui  n'a  plus  qu'une  inconnue 

"(5)  dz'--^--=I.  ~  ■ 

[[[  n'est  pas  à  craindre  qu'on  arrive  à  une  équation  ne  contenant 
plus  d'inconnue  du  tout,  c'est-à-dire  dans  laquelle  les  coefficients 
de  toutes  les  inconnues  soient  nuls,  car  les  formules  2)  montrent 
que  les  coefficients  d'une  équation  ne  peuvent  être  tous  nuls  que 
si  les  coefficients  de  la  précédente  le  sont  tous  aussi.  Il  laudrait 
.  donc  que  les  coefficients  a,  h,  c,  ...  fie  soient,  ce  qui  est  conirc 
1  hypothèse.) 

Si  (/  ne  divise  pas  /,  celle  équation  est  impossible  et  par  saite 
aussi  l'éijualion  proposée. 
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Si  (/  divise  /,  l'équalion  a  pour  solutions 

2(')  =  ',       a:(')  =  X.       j-l"  =  (X,       u^'^  =  p, 

/.,  y.,  ...  0  étant  /;  —  i  entiers  arbitraires. 

Heniontant  de  proche  en  prociie,  on  trouve  x,  y,  ...  /,  «  en 
fonction  de  ces  /(  —  i  entiers  arl)itraires. 

Maintenant  on  remarquera  que  (/  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a,  /',  ...  c,  /.  Car  les  opérations  par  lesquelles  on  déter- 
mine les  coeiricients  des  équations  successives  de  (i)  à  5)  sont  les 
mêmes  que  celles  par  lesquelles  on  détermine  ce  plus  grand 
commun  diviseur.  On  en  déduit  : 

TuÉoKKME.  —  La  CDiiilitidti  nccessaiir  et  sufjluaitle  pour  fjue 
l' cfjualion  { i]  soit  possible  est  t/tic  0  (a,  h,  ...  e,  fj  divise  l,  ce  qui 
peut  s'énoncer  : 

La  comlition  nécessaire  et  suf lisante  pour  que  l'équation  (i)  soil 
possible  est  : 

D'à,  b,  ...<.,/)  =  1)   a.b,  ...e,l,  l). 

Nous  avions  remarqué  tout  de  suite  que  cette  condition  était 
nécessaire. 

152.  Bcnuirque  I.  —  Les  luilenrs  Irourées  pour  les  inconnues 
sont  (les  expressions  linéaires  en  /.,  u.,  ...  a.  En  elTet  c'est  vrai 
pour  l'équation  ('i),  et  d'après  les  formules  (3)  on  voit  que  si  c'est 
vrai  pour  une  équation  c'est  vrai  pour  la  précédente. 

Remarque  II.  —  La  niélliode  s'applique  en  particulier  à  l'équa- 
tion liomogène 

aa-  4-  fcv  +  . . .  +  ei  +  /«  =  o. 

1°  Celte  équation  est  toujours  possible  ;  2°  les  expressions  des 
inconnues  en  fonction  de  /,,  y.,  ...  5  sont  honio<j!'nes. 

Même  démonstration  que  pour  la  remarque  I. 

Heniarque  III.  —  Deux  systèmes  différents  de  valeurs  de 
).,  u.,  ...  0  donnent  deux  systèmes  différents  île  valeurs  des 
inconnues. 

Même  démoostralion. 
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Eu  parliciilicr  des  syslcmes  de  valfiirs  fniclionnaires  (')  de 
J.,  ij.,  ...  'j  ne  doniwronl  jiimais  des  syslèines  de  valeurs  entières 
ponr  .c,  y,  ...  /,  a.  En  clTcL  ces  syslèmcs,  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (  I  \  doivent  en  tout  cas  être  donnc's  |iai'  un  système  de  valeurs 
<'nlières  do  /,  u.,  ...  c.  Ils  seraient  donc  donnes  par  deux  systèmes 
•de  valeurs  de  À,  a,  ...  o. 

TnÉoiiiME.  —  Pour  aroir  la  sidulion  i/i'nrrale  de  l'c(jUiilion 

ax  -h  l>y  -h  cz  -h  ...  et  +  fil  =z  l 

il  suj'jit  d'en  avoir  une  sidalion  partieulière  et  d'y  ajonler  la  solu~ 
l'ion  qénérale  de  réijualion  privée  de  son  seeond  membre. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  celui  du  n"  140. 

11  V  a  encore  d'antres  résultats  à  démontrer  pour  achever  l'étude 
théorique  do  l'équation  du  premier  degré  à  un  nombre  quelconque 
■d'inconnues,  mais  nous  les  réservons  pour  plus  tard,  et  allons 
■ilonner  maintenant  un  exemple. 

lîien  entendu  le  calcul  pourra  souvent  se  simplilîcr  par  des  re- 
marques analogues  à  celles  du  n"  141 . 

Exemple.  —  Soit  l'équalion 

!ihx  -+-  if)  V  H-  n  ;  -+-  i6/  ^  123. 
Elle  s'écrit 
(llX4  +  i).''-+(iiX2  —  3)r  -I-  II  r  +  I  II  -h  5)  (^  123 

II   [Ix'X  -h   2  V  -T-   Z  -\-  l)  -(-.'•  3  J  4-  5  ;  :=    123 

On  pose 

.r  =  .t' 

y  =  y 

kx  ■+-  2  r  +  c  +  <  =  ;' 
t=  i' 

cl  l'équation  devient 

x'  —  3  v'  -1-  Il  ;'  4-  5  ('  ^  lao. 


(')  \oiis  appelons  système  de  valeur  fractionnaire,   un   b\>lo:ne   dans  lequel 
les  valeurs  ne  sont  pas  toutes  entières, 

Cahex.  — ■  Théorie  des  nombres,  t.  I.  8 
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I-c  coefficient  do  x' élant  i.  la  solution  est  évidente,  c'est 
y'  =  "'■ 

-'  =  ix 
a-'  r=  3  ).  1  I   ;■<•  5  V  ~    I  2.i 


d'où  la  solution  générale 


.r 


3  X  —  1 1  [1  —  5  V  -i-  123 


y  =^  ). 

:  =  —  i4  À  -T-  ^5  u  -h  19  ■/  —  !\[}2 

t—  V 


153.  — ■  Soit  maintenant  un  syslèiiie  de  /)  crjuntions  à  n  in- 
connues. Pour  le  résoudre,  on  considère  l'une  des  équations.  Si 
elle  est  impos.^ible,  le  système  est  impossible.  Sinon,  on  la  résout 
et  on  obtient  les  valeurs  des  inconnues  en  fonctions  de  n  —  i 
cntieis  arbitraires.  (3n  écrit  que  les  expressions  trouvées  satisfont 
aux  /(  —  I  autres  équations.  On  olitient  ainsi  un  nouveau  svstèmc 
contenant  un  nombre  d'inconnues  égal  à  /;  —  i,  et  un  nombre 
d'équations  au  plus  égal  à  /)  —  i.  (Le  nombre  d'équations  peut 
tomber  au-dessous  de  p — i,  parce  qu'il  peut  ariiver  que  par  la 
substitution  certaines  d'entre  elles  se  réduisent  à  des  identités). 
(  )u  opère  sur  le  nouveau  système  comme  sur  l'ancien  et  ainsi  de 
suite. 

154.  —  De  ce  procédé  et  des  propriétés  démontrées  plus  haut 
résulte  immédiatement  que  : 

I.  —  Les  expressions  trouvées  pour  les  inconnues  sont  des  fonc- 
tions linéaires  d'entiers  arbitraires. 

II.  —  Si  les  équations  proposées  sont  liomoff^nes  1"  leur  système 
est  toujours  possihie  ;  2°  les  expressions  des  inconnues  sont  des 
fonctions  linéaires  et  homof/ènes  des  entiers  arliitraires. 

III.  IV.  —  Deux  systèmes  différents  île  valeurs  des  entiers  arlti- 
Ij'uircs  donnent  deux  systèmes  différents  de  valeurs  des  inconnues, 
et  des  valeurs  Jr actionnaires  données  aiu:  arbitraires  ne  peuvent 
donner  des  valeurs  entières  pour  les  inconnues. 
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V.  —  Pour  avoir  la  solution  i/ciirralc  d'un  systhnc  d'c/jualions 
linéaires  dioiiluuilicnnrs,  il  snflil  d'en  avoir  une  solution  partieulihe 
et  d'y  ajouter  la  solution  i/énérule  du  système  des  nièines  éijnations 
prirées  de  second  n\endire. 

Exemiilc.  —  Soit  à  résoudre  en  nombres  entiers  le  système 


.r  -h  2  y  —  3  r  4-  5  ;  +  u  =  34 
2a.-  +  Cj  —  3;  +  3(   -1-  7  »  =  6- 


\ 

t  Ç)x  -h  loy  +  ( )  ;  —  loi — ■  -lu  r=  —  38. 


r/iiicomiuc  u  avant  comme  coefdcient  i  dans  la  [uenuiro   éfiuation, 
je  tire  celle  inconnue  delà  |iremièrc  équation 

1)  =  —  X  —  2  y  4-  3  ;  —  5  ^  -H  34 

et  je  [)orlc  dans  les  autres.  J'obtiens  ainsi 

\bx  +  8  j  —  kS  .-  -H  ;(■-!  /  =  1 7  i 
^  ^  ^  11  X  -\-  ilty  -i-  S  z  =  3o. 

Je  résous  la  dernière  qui  est  la  plus  sinqilo.  Je  liouve 
,  V  := A  -h  3  .M  —  3o 

c  =  X  —  1 4  ;j^  +  1 50 

.le  porle  ces  valeurs  dans  la  preuiièic  é  pialion  du  svslèaie  (li\    Elle 
devient 

—  21  ).  -H  276  [Jt  -h  32  (  ;-  3  1  1  I. 

Ou  rejnarque  d'abord  que  l  d(  it  c'ire  divisible  [lar  3. 

;  --=  3  V 

d'.  u 

—  7  A  -i-  92  i  +  3i>  V  =  I  o3;. 

La  risolutijr.  de  celle  écjualion  donne 

'À  =  _  ga)/ +  W -' -t-  i3  48i    ■ 
fi  :=  —     •  X'  +    3    '  -4-     1  03; 
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Alors 


X  =  —  92  >'  -4-  lih  ijt'  +   l'ôliSl 

y  =  71"/'  —  35  (ji'  —  io4oo 

2  =  (i  ).'  -+-    2  </  —       8S7 

t  =  3ix' 

\  u  =  ~  32  À'  +  I7[jl'  +    f^Gr)2 

osl  la  solulion  clicrclice. 


155.  2'  Méthode.  - —  Tlle  conduit  aux  mêmes  calculs  que  la 
jui'crilcnle.  N(iii>  la  iIdiihoiis  juirce  qu'elle  nous  sera  ulile  |>lus 
i<iin.  Elle  consislc  l\  iloniicr  au  système  nue  forme  j)articulière. 
Soit 

ax  -+-  by  -1-  ...  -H  et    +•/"  =  / 
u'x  +  6'_v  +  ...  -h  e'I  -l-/'u  ^  /' 


^ous  faisons  comme  il  a  été  expliqué  au  n"  151  une  suite  de 
cIiany:emonts  d  inconnues,  de  fa(;on  que  la  première  équation  n'ait 
plus  (|u'iine  inconnue.  Il  peut  arriver  <|ue  cela  fait,  pliisirurx 
équations  du  s\stème  ne  contiennent  pins  ipie  cille  inconnue.  Si 
cela  est,  nous  écrivons  ces  éiiuatinns  à  la  lin  du  système.  Ce  sys- 
tème prend  alors  la  forme  : 

a,x'  =  l 

fl/.r'  +  t,y  4-  ...  -t-  e,'t'  -)-/,'  ii'  ^  l'i 


Laissant  mainUiianl  l;i  [uemière  inconnue  et  la  première  équa- 
tion nous  faisons  sur  les  autics  inconnues  la  substitution  pour  que 
la  seconde  équation  ne  contienne  plus  que  deu.y  inconnues.  Nous 
obtenons  un  système  de  la  lorme 

a,x"  =  / 

a,'x"  +  h,   v"  =  /' 


S'il  y  a  d'autres  équations  que  la  seconde  qui  ne  contiennent 
que  les  inconnues  x"  et  r  nous  les  écriions  à  la  Un  du  système.  l'A 
ainsi  de  suite.  Nous  oh'.enons  linalenirnl  un  système,  dans  lequel 
Il   première  équation   ne   contient   (pie  l.i  [iremièr.;    incominc,    la 


HESOLUTION    DES    EnUATIO>S    llIOIMI\>-TIE>XES   DU   PREMIER   DEGRE     Iiy 

seconde  ne  coiilieiit  que  les  deux  picniièrcs  inconnues,  elc.  ;  la  /■"""' 
et  les  snivantes  ne  conliennenl  (|Me  les  r  premières  inconnnnes.  Si 
la  première  équation  est  impossijjle,  le  système  est  im[)ossiljle, 
sinon  elle  donne  la  valeur  de  la  [nemière  inconnue.  On  porte  cette 
valeur  dans  les  autres  équations,  etc. 


NOTE  ET  EXERCICES 

Dos  problèmes  conduisant  à  une  é(|ualinn  diopliaiitiennc  linéaire  à 
plusieurs  inconnues,  sont  résolus  dans  les  Problèmes  plaisants  el  dé- 
leclables  qui  se  font  par  les  nombres,  de  Bachkt  de  Mézirac.  [i"  édition, 
1G12:  3"  édition  augmentée,  i()2^;  réédition  par  A.  Labosne,  Paris, 
Gauthier-Villars,  li^'i.  p.  l68elsuiv.i,  mais  seulement  dans  le  cas 
où  les  inconnues  doivent  être  positives  el  le  nombre  des  solutions 
limité.  Voir  aussi,  du  même  auteur,  le  Commentaire  sur  lu  proposi- 
tion /(i  flu  livre  IV  de  Diophanle. 

Dans  ces  problèmes  on  peut  arriver  par  tâtonnements.  C'est  ainsi 
que  l'ait  ÏAnTAGLiA  au  livre  XVII  de  son  Arithmétique,  mais  il  ne  trouve 
pas  toutes  les  solutions. 

EuLEit  dans  son  Algèbre  ')  traduit,  par  J.-G.  Garnier,  Paris  1S07. 
t.  2,  p.  I  et  suiv.,  donne  une  méthode  générale  pour  une  équation  en 
n'apportant  aucune  restriction  aux  valeurs  des  inconnues.  Il  aborde 
même  le  cas  de  deux  équations,  mais  la  règle  générale  n'apparaît  pas 
nettement.  Elle  était  d'ailleurs  dès  lors  facile  à  trouver. 

Exercice  I.  —  Résoudre  l'équalion  dioplianlienne 

12:/-   -+-   QV   -h   20;  =  l)0. 

H.  —  Résoudre  le  système  dioplianlien 

4  .r  4-  5  r  —  2  c  -t-  4  '  =  3 1 . 
t).c  -i-  Gv  -t-  4r  —  Gii  ^  82. 

III.  —  Diviser  le  nombre  100  en  quatre  nombres  entiers  positifs 
tels  que   multipliant  le   premier  par   3,    le  second  par  i.  le  troisième 

par^.  le  quatrième  par     la    somme    des     produits    soit   aussi    100. 
o  2 

(Tartaglia). 


1'    Il  y  a  une  traduction  franraise  de  BcnNOi  lli  (Lvoii  177'!  ,  une  autre  pu- 
bliée à  Pélensbour"    178S). 
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Tartaglia  donne  une  solution  19,  •>■>.,  ôi,  8,  Bacliet  donne  toutes  les 
solnlions.  au  nombre  de  2'j(i. 

La  reclicrclic  des  solutions  \MSihvfi  d'une  équation  ou  d'un  svsli'nie 
linéaire.  ap|)artient  à  une  autre  lliéorie  que  celle  que  nous  traitons  en 
ce  moment.  Dans  les  cas  particuliers  les  plus  simples,  on  les  trouve 
facilement.  Par  exemple  dans  le  cas  où  les  formules  de  résolution  ne 
contiennent  qu'une  indéterminée,  la  solution  est  immédiate  :  i-n 
écrivant  que  les  valeurs  des  inconnues  sont  positives,  on  a  des  inéga- 
lités auxquelles  doit  satisfaire  le  paramètre  ;  en  les  résolvant  on  a  les 
limites  dans  lesquelles  il  doit  \arier. 


CHAPITRE   XI 


RAPPEL    DE    THliORIES     D  ALGÈBRE 


156-  —  \ous  voulons  revenir  sur  nos  pas  et  compléter  lï'tude  des 
<>quations  c-t  des  systèmes  d'équations  linéaires  diopliantiennes.  Mais 
nous  rappellerons  d'abord  les  théories  d'algèbre  dont  nous  aurons  à 
nous  servir,  en  n'insistant  un  peu  que  sur  celles  qui  ne  sont  pas  clas- 
siques. 

Relativement  à  l'analvse  combinatoirc,  rappelons  la  définition  des 
airangeineiils  de  m  objets  p  à  p.  Ce  sont  les  dilTérents  groupes  conte- 
nant p  de  ces  m  objets,  deux  groupes  dilTérant,  soit  par  l'ordre  des 
objets  ijui  y  sont  conleiiiis,  soU  par  leur  iialuri'. 

Pour  les  former  tous,  on  procède  de  proche  en  proche.  Ayant  formé 
tous  les  arrangements  des  m  objets,  p  — •  i  k  p  —  i ,  pour  avoir  les 
arrangements  /)  à  p,  il  suffit  d'adjoindre  à  la  droite  de  chacun  de  ces 
arrangements,  successivement  tous  'es  objets  qu'il  ne  contient  pas. 

Supposons  que  les  objets  donnés  aient  un  ordre  natartl;  soit 
«1,  «2,  ...  a,,,.  Définissons  dans  les  arrangements  p  h  p  un  ordre  que 
nous  appellerons  aussi  l'ordre  naturel.  Pour  cela,  considérons 
«,.  a.^,  ....  a„i  comme  des  chill'res,  dans  un  système  de  numération  de 
base  ^  m.  (îhaque  arrangement  représente  alors  un  entier;  et 
l'ordre  naturel  c'est  l'ordre  dans  lequel  ces  entiers  vont  en  croissant. 
A  oici  par  exemple  les  arrangements  l  à  i,  2  à  2,  3  ù  3,  de  4  objets 
rangés  dans  leur  ordre  naturel. 
Arrangements  i  à  i  : 

"i.         o,-         ^■<         '^i  ' 


■ciifi^,  «,((.,,  «,«;,  (i.^a,,  a^a,,,  a.^a..  n,;a^,  ii,,a^,  «/i^,  a.ai.   a.a.^.  a^n,  ; 
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anan^emeiils  3  à  !S  : 


Ota.^iij.  Oi'ijaj,  a,a.;n.,.  a,a^a^,  a,a^n.^,  0,0^0,,  aji,aj,  a^a,as,, 
0.2^3011  Oîdia.y  Oja/'f  CiC-.c^i  O-iO^a.,,  Ojdia.,  0^0,0,,  Uja./i^, 
a.^aMi,  Oja^Oj,  aM^a.,,  aji^a,,  a^n^ri,,  0/1.^0.1,  0^11.0^,  a^aji,,. 

Le  nombre  des  anani^'emciils  île  m  olijcls  p  ;i  /i  est 

A';„  =  III  {m  —  l)  ...  (m  —  p  -h  1). 

Les  pcrmulalioiis  de  oi  objets  sont  les  arrangcmciils  di'  ces  objets 
m  a.  III.  On  les  forme  comme  on  vient  de  l'expliquer  (')  et  on  les  range 
de  la  même  façon  dans  un  ordre  naturel.  Leur  nombre  est 

A]]\  ^  P„i  =  1 .  a .  . . .  »i  =  »i  ! , 

que  l'on  (înonce  souvent /af(or/i'/7i'  m. 

157.  —  Les  coinhi liaisons  de  ni  objetsyi  à  /)  sont  les  différents  groupes 
contenant  p  de  ces  objets,  deux  groupes  dilTérant  par  lu  r.alurc  des 
ohjfis  qut  V  sont  contt'iiiis.  Si  dans  cliacune  de  ces  combinaisons,  on 
permute  les  objets  de  toutes  les  façons  possibles  on  retrouve  tous  les 
arrangements.  On  en  déduit  que  le  nombre  de  ces  combinaisons  est 

,  p,,   »i  un  —  I     ...(;»—/)  +  1  ) m  ! 

^''  ^"'"~  'i.a.../)  ~'pl(m—p)\' 

Pour  former  toutes  ces  combinaisons  on  opère  comme  pour  former 
les  arrangements,  avec  cette  dilTércnce  qu'on  n'adjoint  à  la  droite  de 
chaque  combinaison  p —  i  à /> —  i,  que  les  objets  qui  suivent  le 
dernier  dans  l'ordre  naturel.  Les  combinai-sons  ainsi  formées  contien- 
nent les  objets  rangés  dans  l'ordre  naturel.  Klles  se  trouvent  elles- 
mêmes  rangées  dans  un  ordre  que  nous  appellerons  leur  ordre  natureL 
Voici,  par  exemple,  formées  les  combinaisons  une  à  une,  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  de  <|uatre  objets  rangés  dans  leur  ordre  naturel. 

Combinaisons  1  à  i  : 

«1.       «2.        (i.'<       "'.• 
combinaisons  2  à  a  : 

a,n^,       «ifi:i,       Oi"'..       a.n,,       n/i,.       a.a-,, 

( ')  Ou  plus  simjilenieut  <le  la  fai;oii  suivante  :  si  on  suppuso  formées  toutes 
les  pcmiulalioiis  des  objets  «1,  <ij,  ...  n,,,^,,  il  suflira  dans  rliacunc  d'elles  de 
niellrc  «.,.  à  toutes  les  places  possibles.  Le  problème  se  résout  donc  ainsi  de 
proche  en  proche,  d'une  niiinièrc  plus  simple  que  celle  donnée  dans  le  teste. 


RAPPEL    DE    TlldoilIOS    U  ALOLBRE  121 

combinaisons  3  à  3  ; 

a,a/t;,       a,a^a;.       Oia^a.,,       aM-fl.,. 
Uappclons  les  lliéoicmcs  exprimés  par  les  cgalilôs 

C!;,  =  c;;r", 
(•-')  c;;,  =  c;_^  +  c;;;^',. 

lîemarquc.  —  La  formule  (i)  montre  que  le  produit  de  m  entiers 
consécutifs  est  divisible  par  le  produll  des  m  premiers  entiers  positifs. 

l'our  démontrer  ce  résultat  indépendamment  de  lanalyse  combina- 
(oire,  il  suffirait  de  vérifier  d'abord  la  fornmle 

w  (m  —  i)  ...  (m  — p  -i-  i)  (m  —  i)  ...  (m  —  p) 

I.  2...  p  ^  I.  2...  p 

^  (m—  i)  ...  (m  —  p  -+-  i) 

1.    3    ...   (/>    —    1) 

(qui  n'est  autre  que  la  fornmle  (2  ,)ceqiiieslfacile.Ensuitepourdémon- 
trer  que  le  premier  membre  estentier,  ilsunUdedéniontrerque  cbacun 
des  termes  du  second  membre  l'est.  On  est  donc  ramené  au  théorème 
proposé  mais  pour  des  valeurs  de  m  et  /)  dont  l'une  au  moins  est 
moindre.  De  proche  en  proche,  on  est  ramené  au  cas  où  p  ^  l,  ou  à 
celui  ou  m  ^  p  ;  cas  dans  lesquels  le  théorème  est  évident. 

158.  —  Les  arrangements,  permutations  et  combinaisons  que  nous 
avons  considérés  dans  les  numéros  précédents  sont  les  arrangements, 
permutations  et  combinaisons  ordinaires.  On  dislingue  aussi  les  arran- 
gements complets,  les  combinaisons  complètes  et  les  permutations  avec 
répétition. 

Les  srrangemenls  complets  de  m  objets  /»  h  n,  dilTèrent  des  arrange- 
ments ordinaires  en  ce  que  le  même  objet  peut  y  être  répété  plusieurs 
fois-  On  les  forme  comme  les  arrangements  ordinaires,  avec  cette 
dilïércnce  que  pour  former  les  arrangements  /)  à  /),  on  adjoint  à  la 
droite  de  chaque  arrangement  /)  —  i  a.  p  —  l,  successivement  tous  les 
objets, 'même  ceux  qu'il  contient. 

On  définit,  comme  pour  les  arrangements  ordinaires,  l'ordre  naturel. 
Voici  par  exemple  les  arrangements  complets  i  à  i,  2  à  2,  3  à  3,  de 
3  objets  rangés  dans  leur  ordre  naturel. 

Arrangements  i  à  1 
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arrangements  2  à  a 

GiUi,       a^Oi,       «idi,       a.2<i,,       OM.,       0,0).       a,o,,       OiO,,       OjCj. 
arraiiïcincnls  3  à  3 


o.oia,, 

aïOiO,, 

010,03, 

UlfliU,, 

iinjOj, 

afiiM], 

OiO^Oi, 

0,0^0.. 

aia.iOj. 

OM,a,, 

OMiOi, 

a,,a,a,„ 

a.a.ja„ 

OM-^a^, 

a,a,a.,. 

0,0^0,, 

OM.tOi, 

aidjCi, 

«.i«iai, 

«30, «o, 

aja,aj. 

a-iO-iO,, 

a^a^o-i. 

Oiaidi, 

".(IsOi, 

a.iOjO., 

ajOsOj. 

En  appelant  \V'„  le  iionihie  des  arranf»einents  complets  de  m  objets 
/'  à  //,  on  Irouvo  l'acileiiient 

B';,  =  m\\,':r\ 
d  où 

Bi;,  =  mK 

Les  cdiiibiiiaisons  coHi/i/r/cs  se  délinisseut  de  même. 

Ayant  les  coml)inaisons  complètes  de  m  objets  /)  —  l  à  /»  —  i,  ])Our 
avoir  leurs  combinaisons  complètes  /)  à  p,  on  adjoint  à  la  droite  de 
cliaque  combinaison,  d'abord  le  dernier  objet  de  cette  combinaison, 
ensuite  tous  ceux  qui  le  suivent  dans  l'ordre  naturel.  On  obtient  ainsi 
ces  combinai''ons  dans  un  ordre  dit  ordre  naturel.  Voici  par  exemple 
les  combinaisons  complètes  de  4  objets  3  à  3. 

Comiiinaisons  complètes  i  à  i  : 

a,,       a,,       Oi,       O;, 
combinaisons  complètes  a  à  a  : 

a,ni,     OiO^,     0,03,     (1,(1-,,     om,.     om,;,     om^,     a^rtj.     a^di,     a-.a;, 
combinaisons  complètes  3  à  3  : 


n,n,ai. 

0,0,0,, 

a,a,aj. 

a,a,a.„ 

o,aM,, 

OiOM; 

OiOiOi, 

OiOiOi, 

a,o,,a„ 

a-iOMi, 

OiOMi. 

a-iOiO; 

aid^iC.:, 

"iiafii. 

rtiOjOi, 

ajaj'1,1. 

CiOiOi, 

a^a^O; 

aia;(it. 

Pour  évaluer  le  nombre  des  combinaisons  complètes  /)  à  /)  de 
m  objets  n,.  o,,  ...  a,„,  on  peut  procéder  de  la  fai-on  suivante.  Consi- 
dérons une  de  ces  combinaisons  complètes,  les  objets  v  étant  rangés 
comme  plus  liant,  c'est-à-dire  de  fai;on  (|uc  les  indices  ne  décroissent 
pas. 
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Ajoiilotis  o  au  premier  indice,  t  an  second,  ...  ji  —  i  au  /('"".  iNous 
obtenons  une  cornjjinaisori  ordinaire  de  a,,  a.^,  ...a„i:,,_i.  Réciproque- 
ment, sont  une  combinaison  ordinaire  de  n, ,  o^,  ...  a,„.L,,_,  les  objets 
y  étant  ranges  de  fa^on  que  les  inilices  aillent  en  croissant,  lietran- 
cbons  o  au  premier  indice,  i  au  .second,  ...  p  —  i  au  /)""*.  Nous  obte- 
nons une  combinaison  complète  des  objets  a,,  a,,  ...  a,„.  En  appelant 
y,',]  le  nombre  clierclié  est  donc  éital,  on  a 

r.  _  rp  _  '"  ('"  -+-  ')  ■•■  (m-^P  —  i) 

'm  —  ^..'rP-'—  1.3...   m 

Enfm  on  a  souvent  à  considérer  les  pcnnulnlions  avfc  réjiclilions, 
c'est-à-dire  les  permutations  d'objets  non  tons  distincts. 

Il  est  facile  de  les  former  et  de  les  com[)ter. 

Soient  m  objets  dont  a  sont  identiques  à  a,  ^  identiques  à  b,  ... 
Y.  identiques  à  A,  À  identiques  à  /,  (a  -t-  3  -|-  . . .  -f-  y.  -f-  À  =  m). 

Mettons  à  la  suite  les  uns  des  autres,  les  t  objets  a.  Plaçons  les 
P  objets  b.  Comme  il  va,  par  rapport  aux  objets  a,  a  -^  i  places  pos- 
sibles, et  que  d'ailleurs  plusieurs  objets  b  peuvent  se  mettre  à  la 
même  place,  cela  donne  l'^i,  permutations  des  objets  a  et  h.  Plaçons 
les  Y  objets  c.  11  y  a  par  rapport  aux  objets  n  et  6.  ot  ^  3  -4-  i  places 
possibles,  chacune  des  l'j_|_,  permutations  précédentes  en  donne  i'^  .  •ip  i  , 
des  objets  a,  b,  r,  et  ainsi  de  suite.  On  forme  ainsi  toutes  les  permu- 
tations des  objets  a,  b,  ...  l,  et  l'on  voit  que  leur  nombre  est 


ou 


l"j-fi  ^i-h?-fi  ■••''ï-f  ?-|-.. +-/.+I 


a!  p:  ...  /!' 

On  pourrait  également  considérer  les  arraïujeinenh  elles  combinaisons 
avec  repentions  de  m  objets,  dont   a  sont  identiques  à   a,    p  à   b,   etc. 

Lorsque  m  ne  surpasse  aucun  des  nombres  »,  P,  ...,  "a,  le  nombre 
de  ces  arrangements  ou  de  ces  combinaisons  est  le  même  que  celui  des 
arrangements  complets  et  des  combinaisons  complètes.  Sinon  le 
compte  en  est  plus  compliqué. 

Les  nombres  Cj;  interviennent  dans  la  formule  dite  du  binôme  de 
Neivlon. 

{a  -h  b)"'  =  a'"  -H  C,',.a'"-'6  -t-  ...  H-  C"a'"-/'6J'  -+-..,  -f-  6'". 
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La  formule  qui  donne  la  puissance  m'<i'''>o  d'un  polynôme  à/,  termes  est 

(a  +  6  +  ...  +  rr  =  2;^7-;-^,«»;.?.  .../'■ 

le  signe  S  étant  étendu  à  tous  les  systèmes  de  /.'  valeurs  entières  ^  O 
de  a,  p,  ...,  X,  qui  satisfont  à  la  condition 

a  +  p  -f-  ...  -4-  X  ^  m. 

l'our  former  tous  ces  systèmes,  on  donne  à  a  successivement  les 
valeurs  o,  i,  2,  ....  m,  et  l'on  détermine  chaque  fois  p,  •;,  ...,  X  par  la 
condition 

8  4-  Y  -f-  ...-+-  X  -=  m  —  ». 

De  sorte  que  lu  [iroljlèmc  pour  A  entiers  »,  P,  ...,  X,  est  ramené  au 
même  problème  pour  A-  —  i  entiers  3,  ...,  X. 

159-  —  Uii|)[)clons  encore  les  résultats  relatifs  aux  proijressions 
arilliméliqnes  et  géométriques. 

\  ne  progression  arithmétique  est  une  suite  de  termes  o,,  a,,  ....  a,„ 
tels  que  la  dilTércnce  de  chacun  d'eux  au  précédent  soit  constante. 
Cette  dilTérence  constante  r  est  appelée  la  raison  de  la  progression. 

On  a  : 

n(a,  -+- a,,)        «Fan,  -f-  ("  —  iW': 
a.  -+■  a.,  -H  ...  4-  a„  =  ^-^ =  -'■ — '        ^     '  ■ 

'  2  2 

Va\  particulier,  la  somme  des  ;i  premiers  entiers  est  -^^ ;   celle 

des  n  premiers  nombres  impairs  est  n-. 

Lnc  progression  géométrique  est  une  suite  do  termes  «,,  a,,  .  .,  a„. 
tels  que  le  rapport  de  chacun  d'eux  au  précédent  soit  constant.  Ce 
rapport  constant  q  est  appelé  la  raison  de  la  progression.  On  a 


et 


a,«,  ...  a„  =  \^{n,a„)" 


qa„  —  a, 
a,  -4-a, -H  ...  -ha„=:  '^~Y 


'1^  '■ 
7=1. 


160.  Inversions.  —  Soit  une  suite  d'entiers  m.  n <y,  différents 

entre  eux  deux  à  deux.  On  dit  que  deux  de  ces  entiers  présentent  une 
inversion  dans  celte  suite,  quand  le  plus  grand  précède  le   plus   petit. 


iiAri'Er.  DE  TiiLoiiiP.s  n  Ai.<;iiiiUE 


12. > 


Ainsi,  dans  la  suilc  S,  ().  3,  o,  /|.  7  les  tciinos  8  et  3  prûsontcnl  .me 
inversion,  du  même  8  et  o,  etc. 

Nous  désignerons  par   I(//i,  ;i,  ij),  le   nombre   lolal   d'inversions 

présentées  par  la  suite  m.  n ly. 

.Nous  désignerons  par 

l'i"''  " 7)  ('"'.  "' 7',']' 

le  nombre  d'inversions  que  présentent  des  entiers  m.  n.  ...,  «y.  avec 
les  entiers  iiï ,  n' ,  ....  q'  (en  ne  comptant  pas  les  inversions  des  onliors 
m,  n,  ....  <i  entre  eux,  non  plus  que  celles  des  entiers  m  ,  ;i',  ...,  ly' 
entre  eux). 

On  a  évidemment 

l((/i,  ;i 'y,  in  ,  n' ,  —  ly')  =:  !(;»,  n ly i  -+-  \{m  ,  n  ,  ....  q') 

+  ![('",  ■• 7)  ('"'.  "'.   •••'  7')]- 

Rappelons  le  résultat  classique  : 


Si  (h 


ans  nne  su 


uile  d'entiers  on  en  èehaniie  den.r,   le  nombre  d'inversions 


qne  présente  celte  snile,  chamje  de  parité. 


16i.  —  Relativement  aux  délerimnants.  rappelons  d'abord  leur  dé- 
finition. Soit  n-  nombres,  rangés  sur  n  lignes  et  n  colonnes  et  (pie 
nous  désignerons  par 


1,.,         ui,.. 


«2.1      a,,.,  a.j.,! 


«n.n 


de  façon  que  le  premier  indice  d'un  élément  soit  le  rang  de  sa  ligne, 
et  le  second  celui  de  sa  colonne'.  Le  déterminant  de  ces  /i' nombres 
ou  éléments  que  l'on  désigne  par 


"l'i      Ci-:   Oi-.. 

Ci-i      ai-i   (h-„ 


ou  par  I«,.;|  est  la  somme  de  n  !  termes  qni  sont  les  ]n-<i<liiits    furmès  en 
prenant  de  tontes  les  façons  possibles  an  élément  et  un  seul  dans  chaque 


\u  lien  de  «1 


«..j,  ....  on  écrit  souvc;it  a\, 
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li(jnc.   un   iHi'ineiit  el   un  .seul  dans  cliwiue  culanne  :  Vun  de  ces  termes,  soit 
«,    ,       a,    ,     a,    ,    clnnl  niullipUé  par 

1,0  signe  ainsi  dôteriniiK''  s'appelle  le  signe  extérieur  au  ternie.  On 
(iéniontrc  (ju'il  ne  déjienil  /"/s  de  l'ordre  dans  lequel  on  rantje  les  élénicnls 
dont  il  est  le  produit. 

Heniar(jue.  —  Si  dans  nu  tiélci minant  on  change  de  signe  les  élé- 
ments dont  la  soinine  des  indices  est  impaire,  ce  déterminant  ne 
change  pas.  On  voit  en  ell'el  facilement  «pie  dans  chaipie  terme  du  dé- 
lerniiiiaiil,  il  \  a  un  nonihic  pair  de  ces  élénicnls  connue  facteurs. 

Définitions.  —  Ou  appelh' on/rc  d'ini  déterminant,  le  nombre  de 
SCS  lignes  ou  de  ses  colonnes  :  mineurs  d'un  déterminant,  les  déter- 
minants ohtciuis  de  celui-ci  en  supprimant  un  même  nombre  de  lignes 
et  de  colonnes. 

Les  premiers  mineurs  sont  ceux  obtenus  en  supprimaul  une  ligne  et 
une  colonne,  les  deuxièmes  mineurs,  en  supprimant  deu.T  lignes  et  deux 
colonnes,  etc.  Si  n  désigne  ronirc  d'un  déterminant,  ses  /,'-■'""■  mineurs 
sont  d'ordre  ;i-/.'. 

Lorsque  nous  dirons  :  «  mineur  d'un  déteruuuanl  »  sans  spécifier 
de   tpiel   rang,  cela  voudra  dire  it  premier  mineur  ». 

On  appelle  mineur  relatif  à  un  élément  o,,^,  le  mineur  obtenu  en 
supprimant  la  ligne  île  rang  i  el  la  colonne  de  rang  j  <pii  se  croisent 
sur  cet  élément).  Ce  mineur  nudliplié  par  ( —  i)-^-',  s'appelle  mineur 
avec  son  siipte.  Le  signe  de  ( —  i)'  ■'  s'appelle  le  signe  extérieur  au 
mineur.  (loiume  la  plupart  du  temps  c'est  h;  mineur  avec  son  signe 
que  nous  aurons  à  considérer,  nous  supprimerons  l'épitliète,  et  il  sera 
convenu  à  partir  de  maintenant  ([uc  «  mineur  re.lalif  à  un  élément  » 
veut  dire  mineur  avec  son  si(jnc.  C'est  au  contraire  (juand  nous  voudrons 
parler  du  mineur  sans  son  signe  ipie  nous  spécifierons. 

162.  —  Les  théorèmes  suivants  sont  fondamentaux  : 

I.  —  Si  dans  un  déterminant  on  échanrje  deu.r  l'irjnes  [ou  deu.r  colonnes) 
la  valeur  absolue  de  ce  déicrnunant  ne  clumqe  pas,  mais  d  citaiige  de  signe. 

II.  —  Lorsqu'un  déterminant  n  deu.r  li<pies  (ou  colonnes)  identiques,  il 
est  nul. 

III.  —  .Si  on  multijilie  les  éléments  d^une  ïujne  [ou  colonne)  clinrun  par 
son  mineur  et  qu'on  ajoute  les  produits  obtenus,  on  Iroure  la  valeur  du  dé- 
lerminiint. 

1\  .  —  iSi  0/1  multiplie  les  cléments  d'une  liijnc  (ou  colonne)  chacun  par 
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/(î  niiiieiir  de  iéléinenl  qui  occupe  la  même  place  dans   une  certains  antre 
liijne   ou  colonne)  et  qu'on  ajoute  les  produits  obtenus,  on  trouve  zéro. 

V.  —  Si  dans  un  déterminant  on  multiplie  tous  les  éléments  d'une  même 
lujne  {ou  colonne)  par  un  même  nombre  m,  le  déterminant  se  trouve  mul- 
tiplié par  m. 

VI.  —  Si  dans  un  déterminant  on  ajoute  ou  retranche  à  chacun  des 
éléments  d'une  même  ligne  {ou  colonne)  celui  qui  est  île  même  rnmj  dans 
une  certaine  autre  ligne  l  ou  colonne)  le  délerniinant  ne  change  pas  de 
valeur. 

(iénéralisation.  —  Si  dans  un  déterminant,  on  ajoute  à  chacun  des  élé- 
ments d'une  même  ligne  (ou  colonne)  ceu.r  (jui  sont  de  même  rang  dans 
certaines  autres  lignes  (ou  colonnes),  multipliés  par  des  coe[]icienls,  chaque 
coefjicienl  ne  dépendant  que  de  la  ligne  (ou  colonne)  à  laquelle  il  se  rap- 
porte ;  le  déterminant  ne  change  pas  de  valeur. 

Ainsi 

le- 


abc 

a  -H  La'  -h  la' 

b  -h  kb'  J 

u  Ib 

c  -h   hc' 

a'  b  'c' 

= 

a' 

b' 

c' 

a°  b'c' 

a" 

b' 

c" 

163.  —  Si  dans  un  déterminant  D  on  échange  des  lignes  on  peut 
amener  ces  lignes  dans  un  ordre  quelconque. 

On  peut  ensuite  opérer  de  môme  sur  les  colonnes,  et  l'on  obtient  un 
nouveau  déterminant  D'.  dont  la  valeur  absolue  est  la  même  que 
celle  de  D. 

Soient  de  plus  i,,  i,,  ...  i„,   les  rangs  qu'occupaient  respectivement 

dans  D  les  lignes  qui  sont  dans  D' à  la  première,   la  seconde la 

n"  place,  et  j,  />  ...  j„  les  nombres  analogues  pour  les  colonnes.  On  a 

(3)  D'  =  (—  I    I  ('"  ''-'  -  '-'  +  'Oi.Ji.  -J")  D. 

En  elTet,  au  début  de  l'opération,  on  avait 

'i  =ii  —  ' ,  ',.  =7«  =  " 

donc 

I(i",,i„  ...  i„)  =  l(j,,j,,  ...j„)  =  o 

et  d'ailleurs  D'  =  D  de  sorte  que  l'égalité  (3)  est  vérifiée. 

Ensuite,  cbaque  fois  qu'on  échange  deux  lignes,  D'  change  de  si^e: 
mais  d'autre  part  l(i,,  i,,  ...  i„)  change  de  parité;  il  en  est  de  même 
pour  deux  colonnes.  Donc  l'égalité  (3)  subsiste. 

164.  Dans  un  déterminant,  on  appelle  diagonale  principale   l'en- 
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semble  des  éléments  dont  l'indice  de  la  ligne  égale  celni  de  l:i  lolonnc. 
Ces  éléments  sont  placés  dans  le  tal)leau  sur  la  diagonale  qui  desrend 
de  ganclie  à  droite.  Le  produit  de  ces  éléments  est  un  terme  du  délir- 
iniiKinl  dont  le  signe  extérieur  est  -'-,  et  (|u"on  appelle  terme  priticii  al 
du  déterminant. 

Les  éléments  a,,y  et  a  .,  sont  dits  symétriques  par  rapport  à  la  diago- 
nale principale. 

Théorème.  —  S(  dans  un  délerminant  on  érliange  deux  à  deux  les 
éléments  svntélriques  par  rapport  à  la  diaijonale  jirinctpale  (c'est  ce  ([u'on 
appelle  aussi  échanger  les  lignes  avec  les  colonnes)  le  détern  inant  ne 
cliiiiHje  pas  de  valeur. 

Définition.  —  Un  déterminant  dans  lequel  les  éléments  symétriques 

par  rapport  ii  la  diagonale  principale  sont  égaux  \a„j  =  Oy.j)  est  dit 
symélriijne. 

Un  déterminant  dans  lequel  les  éléments  symétriques  par  rap- 
port à  la  diagonale  principale  sont  égaux  mais  de  signes  contraires 
(a,,;-  =  —  Oj.i)  est  dit  symétrique  gauche.  Remarquons  que  les  cléments 
de  la  diagonale  principale  v  sont  nuls  (a,.,  =  —  a,.j  =  o\ 

Tviii  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  impair  est  nul.  car  si  on 
éciiangc  les  lignes  avec  les  colonnes,  chaque  élément  change  de  signe. 
Le  déterminant  étant  d'ordre  impair,  sa  valeur  change  de  signe.  Mais 
d'autre  part  elle  ne  change  pas.  Donc  elle  est  nulle. 

l'ciiH  terminer  cette  revue  des  propriétés  classiques  des  déterniiiiants 
rappelons  la  formule  dite  de  ^an  der  Monde. 


a"-' 

a"-   . 

.   a  I 

fc"-i 

b"--  . 

.   b  I 

1,"-'  . 

.   /•■  1 

/,.-■ 

/"-=   . 

..  /   1 

=  (a-~b)(a-c)...{a—l) 
(6_,.)...(6-/) 


n  étant  le  nombre  des  quantités  a,  b,  ...  l. 


(/.-/) 


165.  Application  aux  équations  linéaires.  iJéJinition.  —  On 
appelle  déterminant  d'un  syslème  de  ;i  équations  linéaires  à  n  inconnues, 
le  délerminant  formé  par  le  tableau  des  coefficients  des  inconnues. 

TiiiiouKME  DE  CiiAMrn.  —  Si  un  système  de  n  éipialions  linéaires 
à  n  inconnues,  a  son  déterminant  différent  de  zéro,  ce  système  admet  une 
solution  et  une  seule.  La  valeur  de  chaque  inconnue  est  une  fraction  dont 
le  dénominateur  est  le  délerminant  du  système,  et  dont  le  numérateur  est 
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le  délerininanl  oblcnn  en  rrmplnrnnl  dans  le  préirdml  la  colonne  formée 
par  les  coejjicients  de  l  inconnue  en  cpieslion  par  une  colonne   formée  par 
les  termes  connus  sui^posés  passés  aux  seconds  membres. 
Par  exemple  le  système 


ax  -+-  by  -f-  c:  =  d 
a'x  -+-  b'y  -\-  c'z  =  d' 
a".rH-6"v-4-c";=rf" 


abc 

a'  b'  c' 
a"  b"  c" 

est  (lill'éient  de  .'.éro,  aJiiiet  la  seule  solution 

d    b   e 
d'  h-  c' 
d'  b-  c" 

a  d  c 

a'  d'  c' 

a"  d  c" 

a  b  d 
a'  b'  d' 
a   6"  d" 

( 
( 

1   b  c 

1'  b'  c' 
1'  b"  e" 

»    y  —  ~ 

abc 
a'  b'  e' 
a"  b"  c" 

abc 
a'  b'  c' 

a"  b"  c" 

166.  Système  d'équations  linéaires  homogènes-  —   St    un 

système  de  n  éipiations  linéaires  tioinijijenex  n  n  inconniu's  a  son  déterminant 
différent  de  zéro,  ce  système  admet  une  solution  et  une  seule,  à  savoir  : 
toutes  les  l'uleurs  des  inconnues  égales  à  :éro. 

Au  contraire  :  si  un  système  de  n  éijualioiis  linéaires  homogènes  à  n 
inconnues  a  sou  déterminant  égal  à  zéro,  ce  système  admet  une  infinité  de 
solutions  oi'i  toutes  les  inconnues  ne  sont  pas  nulles. 

Soit  un  sYStèine  de  n  équations  linéaires  homogènes  à  ;i  -f-  1  in- 
connues. Un  tel  système  est  indéterminé. 

Considérons  les  déterminants  formés  par  les  coeflicienls  de  u  des  in- 
connues. 11  Y  a  /i  H-  I  de  ces  déterminants.  Supposons  qu'ils  ne  soient 
pas  tous  nuls.  Dans  ces  conditions  on  peut  déterminer  des  quantités 
proportionnelles  aux  valeurs  des  inconnues,  à  savoir  : 

La  valeur  de  chaque  inconnue  est  proportionnelle  au  déterminant  formé 
par  les  coefficients  des  autres,  précédé  du  signe  -•-  ou  du  signe  — •  suivant 
que  l'inconnue  en  question  occcupe  un  rang  impair  ou  un  rang  pair  dans 
les  équations. 

Parexemiile  le  svslème 


/  ax  -+-  by  -+-  cz 
.  a'x  -+-  b'y  -+-  c'z 
y  a"x  -h  b"y  H 


dt  —  o 
d'I  =  o 

c"z  ■+  d"l  ^=  o 


Cahem.    Til< 


clés  nombres,  t.  I. 
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dor 


1' 


/ 


h 

c 

d 

ly 

c' 

d- 

b 

c 

rf' 

a  c  d 
a'  c'  d' 
a'  c"  rf' 


a  b  d 
n  b'  d 
a  b"  d" 


a  h  c 
a  b'  c' 
a"  b"  c" 


en  supposant  que  les  détcnninaiils   (jui  ouïront  clans  ces  formules  ne 
soient  pas  tous  nuls. 

167.  Discussion  d'un  système  quelconque  d  équations  li- 
néaires. —  Soient  ;j  oquations  à  n  inconnues. 

La  discussion  repose  sur  la  considcralion  du  détenniiiaiit  priinijtal. 
C'est  un  détorininaut  e.riniil  du  lableau  des  coefjîcienls,  non  nul,  el 
d'ordre  le  plus  élevé  possible. 

Un  tel  dclerminant  e.xisle,  sauf  dans  le  cas  Iros  partioulior  où  tous 
les  coefficients  seraient  nuls,  cas  (|uo  nous  écartons. 

11  peut  V  avoir  plusieurs  déterniinanls  rôpoiulant  à  la  doriiiition 
précédente.  Nous  supposons  qu'on  ou  ail  choisi  un. 

Les  équations  avant  servi  à  former  le  détorininaut  principal  s'ap- 
pellent équations  principales. 

Désignons  leur  nombre  par  r  ;  (ce  nombre  est  au  plus  égal  au  plus 
petit  des  entiers  ;i,  p).  Ceci  posé,  ne  considérons  d"abord  que  les 
équations  principales.  Elles  forment  un  svslo.mc  toujours  j)os.sible.  Les 
inconnues  dont  les  coefticients  ne  concourent  pas  à  la  formation  du 
délenninanl  principal  restent  indéterminées,  les  autres  sont  déter- 
minées en  fonction  do  celles-là. 

Si  r  =  n.  toutes  les  inconnues  sont  déterminées. 

Si  r  ^=  p.  les  équations  principales  forment  tout  le  système. 

Si  r  <;  p.  il  V  en  a  plus  des  r  étpialions  principales,  p  —  r  autres 
équations. 

.\  chacune  d'elles  correspond  un  déterminant  dit  caractérisliiiae  et 
défini  de  la  façon  suivante  .  Il  est  du  r  f-  i)'""  ordre;  il  est  extrail  du 
lableau  formé  par  les  coefjicienls  el  les  lermes  loul  connus  des  r  équalion.'.- 
principales  el  de  la  {r -h  i)'"'  ('«yua/fo/i  considérée;  il  a  le  délermimml 
principal  comme  mineur;  il  a  une  colonne  de  lermes  loul  connus. 

Il  y  a  ainsi  p  —  /■  délorminanls  caraclérislicpics  corrospondaiil  aux 
p  —  r  équations  non  principales. 

Ceci  p)sé  lorsqu'un  déterminant  caractéristique  est  différent  de  zéro  l'é- 
quation correspondante  est  inconqtatible  avec  les  équations  principales. 

L'irsqu'an  déterminant  caractéristique  esl  nul,  l'éijualion  corrcspondaitle 
est  une  conséquence  des  éi/ua/tons  principales  el  peut  être  supprimée. 
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Il  en  nisnlte  cpic  le  svsU'-inc  n'est  possible  que  si  tous  les  détermi- 
nants caractéristiques  sont  nuls  (ou  s'il  n'y  en  a  pas)  et  alors  il  se 
réduit  aux  équations  principales. 

Exemple  :  soient  les  équations 


2X 4 V + 

7  - 

1^/   + 

8  u  =^  a 

6  a;  -(-  1 1  j  -1- 

2  -•  — 

.7'  + 

9u  =  /- 

2,0:  -t-     3t  — 

b:  — 

6M- 

10  U  =  c 

4x4-    6v  H- 

12  ;  — 

2/  — 

20  U    ==S:    (/ 

6.T  -f-  29  V  -+- 

12Z  -+- 

/  — 

a  9  «  =  e. 

Le  déterminant  principal  est  par  exemple  celui  formé  par  les  coeffi- 
cients de  X,  y.  -  dans  les  trois  premières  équations,  car  il  n'est  pas  nul, 
tandis  que  tous  les  déterminants  du  4^'*"°  ordre  extraits  du  tableau  des 
coefficients  sont  nuls.  Il  v  a  deux  caractéristiques  : 


2 

-  4 

7 

a 

6 

1 1 

2 

I, 

2 

3 

-  5 

C 

4 

() 

13 

d 

2 

-à 

7 

n 

6 

1 1 

2 

h 

2 

3 

-  5 

c 

(i 

a;) 

1 2 

e 

=  88  a  -4-  ;io8  b  —  440  c  —  a86  </ 


8:)8  h 


1 144. 


:!S6e. 


Pour  que  le  système  soit  possible  il  faut  et  il  sullit  que 


-I-  3o8  '/  —  44o  c 
858;-  —  1  144  c 


28(3  (/  =  o 
286  c  =  o. 


Il  se  rSduit  alors  aux  trois  premières  équations. 

Nous  avons  écarté  le  cas  où  tous  les  coelficients  des  inconnues  se- 
raient nuls. 

Dans  ce  cas  il  n'y  a  plus  de  déterminant  principal,  par  conséqucnl 
pas  de  déterminant  caractéristique,  de  sorte  que  l'énoncé  précédent  n'a 
plus  de  sens.  D'autre  part,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  système  soit  possible  est  que  les  seconds  membres  soient  tous 
nuls  ;  d'ailleurs  si  cette  condition  est  remplie  le  système  est  complèle- 
nient  indéterminé. 

Il  «si  facile  de  faire  rentrer  ce  dernier  énoncé  dans  l'énoncé  générafl; 
il  suffit  de  convenir  que  dans  ce  cas  ce  sont  les  seconds  meîurbres  des 
équations  qui  sont  les  caractéiistiqùesi 
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168.  Tableaux  Déterminants  extraits  d'un  tableau  ou 
mineurs.  Rang-  —  Considi  tous  îles  L'iéiuonls  disposi's  en  un  talileau 
de  /)  liiincs  et  de  n  colonnes.  I/enlicr  ji  s'appellera  la  hanlcw  de  ce  ta- 
bleau, rentier  n,  sa  lav(jew.  I,e  tableau  est  dit  <lu  type  {p.  n).  Si  n  =  p 
on  dit  nue  le  tableau  est  carié.  Si  dan'^  un  tableau  on  prend  A  lignes 
et  A  colonnes  (A  étant  au  plus  é^al  au  ])lus  ])etit  des  deux  nombres, 
/;,  n),  CCS  lignes  et  ces  colonnes  forment  un  détoniinant  d'ordre  A  qu'on 
dit  e.rlrail  iln  tableau.  (Il  y  en  a  Cj',  C';).  Les  déterminants  extraits  d'un 
tableau  s'appellent  aussi  des  mineurs  de  ce  tableau. 

On  appelle  raruj  d'un  ta!)lcau  l'ordre  des  déterminants  non  nuls  ex- 
traits de  ce  tableau,  d'ordre  le  plus  élevé  possible. 

Le  théorème  fondamental  du  n"  167  peut  se  remplacer  par  le  sui- 
vant :  Pour  (juan  sysit'ine  iVéquatioiis  linéaires  soit  possibh'  il  faut  el  il 
sulJit  que  le  tableau  des  coellicients  de  ce  système,  et  ce  tableau  complété 
par  les  termes  tout  connus  aient  même  rang. 

Seulement  pour  traduire  cet  énoncé  il  faut  écrire  que  tous  les  déter- 
minants d'ordre  r  -+-  i  extraits  du  tableau  complété  sont  nuls  (r  dési- 
gnant le  rang  du  tableau  non  complété),  ce  qui  l'ait  C;'/ '  C;,:  [  condi- 
tions; tandis  que  l'énonce  du  n"  167  montre  que  le  nombre  de  ces 
conditions  indépendantes  se  réduit  à  /)  —  i . 


169.   Multiplication  des  déterminants.  <>n  a 

''1,1     ''1,2    •••    '',,>■ 
''2,1       ''2,2    •■■    ''i.n 


...  n, 

," 

...  a., 

.  ;i 

X 

...  a„ 

n 

l'.l.i  ■■■  '',1,11 

ai,i''i,i-t-«i,2''i,2+-"^l^"i  "^1", Oi,i''n,i  -l-ai,2''„.2  r-...  +  Oi,„''„,„ 

ai,l'>l,l-+-a2,2''l,2-T-.--+''2,ll''l,n fl2,l''n,|-H«2.2''<l,2+----t-a2.l,'>,i,,l 


1 ''1,1+0.1, a''!  ,2+-    •  -t- «,!,»'' 1.11 ''ii,l'',i,l  -K'i.,2'',i,2+--.+",i,n''n,„ 


ou  encore 


\a,j\   X   1'',;!  =-  l",i'',i  +  aj,j,  -h  ...  -h  aj>j 


Ce  résultat  est  classi(iue.  D'ailleurs  nous  en  trouverons  une  démons- 
tration plus  loin  (n°  179).  Cette  façon  de  former  le  produit  de  deux 
déterminants  s'appelle  :  les  multiplier  litjnes  jinr  liijnes.  On  peut  aussi 
les  multiplier  colonnes  par  colonnes,  ou  bien  on  pcutmultiplierles  lignes 
du  premier  par  les  colonnes  du  second,  ou  eniin   les  colonnes  du  premier 
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par  les  liqnes  du  seioml  ;  ce  qui  fait  en  loul  '/»«//■(■  forrmilcs.  On  en  au- 
rait d'autres  eu  pcriuulant  les  ligues  et  les  colouues  de  cliacjue  déter- 
minant. De  toutes  ces  formules,  celle  que  nous  aurons  le  plus  à 
appli(|uer  sera  celle  de  la  multiplication  des  lignes  du  premier  déter- 
minant par  les  colonnes  du  second,  c'est-à-dire  la  formule  : 


hjl   X   \l'ij\  =-  |fli,6,j  H- a,A; 


a,nlj„j\ 


170.  Compléments  sur  les  déterminants  et  les  équations 
linéaires,  —  Il  nous  faut  d'abord  délinir  ce  (|u'ori  ap|)i'llc  mineur  du 
A'°"  ordre  d'un  déterminant  (nu  d'un  tableau)  avec  smi  signe.  C'est  ce 
mineur  iiiidlipll('  jiar 

r , Yi  +  '>i---+'k+ji+j,.+jk 

il,  lo,  ...  (/(étantles  indices  des  lignes,  j,,  /i.  ..■  ji,  celles  des  colonnes 
aveclesquelles  est  formé  le  mineur.  Par  exemple  dans  le  tableau 

a    b    c  d    e 

a'  b'  c'   de'' 

a"  b"  c"  d"  e' 


on  a  les  mineurs  suivants 


,V+^+'+2 


(-•) 


nb 
a'b' 


</" 


(_  ,-,>  +  '.+3+3 


b'c' 

h'"c" 


Ce  signe,  dont  on  est  ainsi  amené  à  faire  précéder  le  mineur  s'ap- 
pelle son  signe  exh'-rieur. 

On  appelle  mineurs  coDiiiIéinenlaires  deux  mineurs  dont  l'un  est 
formé  avec  toutes  les  lignes  et  toutes  les  colonnes  qui  n'entrent  pas 
dans  l'autre.  Par  exemple  dans  le  déterminant  du  5'  ordre  les  mineurs 


et 


«1,2   (t:t,i   a,H,2 

"n  0.1,1  ai,v 
a,.,  a,.:;  a-:.:. 


sont  complémentaires. 

Si  l'un  des  mineurs  est  d'ordre  i  cl  se  réduit  à  un  élément,  son  mi- 
neur complémentaire  n'est  autre  que  le  mineur  ordinaire  relatif  à  cet 
clément. 

Deux  intneurs  compli'-inenlaires  ont  le  innne  signe  extérieur. 

Car  si  on  appelle 

i^,    ij,  ...  t),   les  rangs  des  lignes  du  premier 


l'\^  TIlKOltlK    l>KS    >OMBUES 

et 

r,,  i'j,  ï n-k       "  "       du  second 

■Ji.   72»  •••  jk   l^s  rang«  îles  colonnes  du  premier 
/i, /o,  ... /„  ,(,       i>  »  (lu  second, 

les  signes  extérieurs  des  deux  mineurs  sont  respectivement  ceu.v  de 

et 

,(5)  (.^,,)h+''-i+.,..4-i'.-t+/i+/i+. ..+/»-«_ 

Or  t,  +  I.  H-  ...  -h  i\  +  i\  -H-  i'i  -I-  ...  +  i'„_A  = 

j,  +  j,  -(-  ...  -+-J,,  -i-/,  -f-/-2  -h  ...  -h/,,-;.  =  I  4-  2  -+-  ...  -f-« 

Donc  le  [)roduit  des  expressions  (4)  et  (5)  est 

ce  qui  démontre  le  tliéorème. 

Ceci  montre  que  la  délinition  du  signe  d'un  mineur  ilu  premier 
ordre  (n°  161)  est  bien  comprise  dans  la  nouvelle  comme  cas  parti- 
culier. 

Mineurs  principaux  d'un  déterminant. —  Ce  sont  les  mineurs 
dont  les  indices  des  lignes  sont  ks  mêmes  quQ  ceux  des  colonnes.  Leurs 
éléments  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  la  diagonale 
principale. 

Le  complémentaire  d'un  mineur  principal  est  aussi  un  mineur 
principal. 

Le  signe  extérieur  d'un  mineur  principal  est  -t-. 

Déterminant  adjoint.  —  On  appelle  adjoinl  d'im  déterminant 


1) 


le  déterminant 


«1,1  "lii  ■••  «l-n 

a.,i  a,,,  ...  (i-,.„ 

n,,,,  n„..,  ...  n„.„ 

A 1 . 1  .'\  I ,  j  ...  A I ,  ,1 

A,.,  A,„  ...  A„„ 


.^„,|     .\„,2     ...    'A„,,| 

A;,  y  étant  le  mineur  avec  son  signe  relatif  à  a,,  ,. 

Nous  appellercms  mineurs  liomélognes- dans   deux  déterminants  de 
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tncmo  ordre,  deux  mineurs  formés  avec  les  lignes  et   les  colonnes  de 
même  rang. 

171.    1  in;<>iti;siEs  1.  —  On  a 

A:=D"-'. 

II.  —  .Soi/  »,,  j  le  miitfiir  rwi'c  son  signe  relatif  à  A,,  ^  </ans  A,  on  a 

III.  —  Tout  mineur  a  d'ordre  h  de  A  est  égal  an  produit  de  !)'■  '  par 
le  mineur  de  D  tioniologue  du  complémentaire  de  ot  l'un  d'eux  étant  pris 
avec  son  signe,  l'autre  sans  son  signe. 

Les  propositions  1  et  II  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  la  propo- 
sition III.  Démontrons  cette  dernière.  On  a.  d'après  la  formule  de 
multiplication  desidétenninauts  lignes  par  lignes  : 


\.  .    \  ■  .  A  .  .    A  .   .  .  .\ .  .  ,         A  .  , 

'*'iJi  '^'iJj  •••  -^hJk  "'iJi    ■^•U2    •■■  '^'^J^>- 
.\.  .    A.  .  \        A         \  A 


■         \  A  .    .     A  .    .,     A  .    .  A  ■    ■. 

O        O      ...      O  1  o      ...         o 

o       o     ...     o         o         1     ...       o 


X 


o 

o      ... 

o 

0 

0       ... 

I 

«•u, 

"•u. 

•  • 

•    "'U^ 

"'d'i 

\j. 

-  %j'n-k 

"'J, 

%j. 

■  %j'- 

%j\ 

''h/. 

•••  "'Jn-!' 

«'V. 

"•'■il 

Cikjl. 

"'■'./ 1 

"Ij'., 

•■•  "Ùj  n-li 

"''J, 

"'\h 

•  • 

■   "''.JV 

"'•',/> 

"i\j'- 

■■■   C'Jn-K 

o/'i.-Aj,  a:'„_i,j., 

D    o     o 
o    D     o 


"i'u-ljl.    "'"n-A-i'i    «'■'„-;,/..     •••  "'■' 
O 

o 


n-l,j'n—'l 


O       O        O 


%J. 


..Do 


...a 


•l'J  : 


a,-,. 


C'ij'n_k  ">W,.-;.  •••  "ù/"-'.  «.'i/n-t  •••■"'■' »-y'..-t 
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I,,  i„,  ...  1^  sont  lies  entiers  de  la  suite  i,  2.  ...  n  rangés  par  ordre  de 
grandeur  croissante,  de  même  /,,_/j.  ...  j/,.  Quanta  i|,  i.,,  ...  i,',_/t  ce 
sont  les  entiers  de  la  suite  i.  1,  ...  n,  autres  que  i,,  i.^,  ...  ly,  et  rangés 
aussi  par  ordre  de  grandeur  croissante.  La  déiinition  est  analogue 
POuvj,.j,,  ...7,;_,,. 

Ceci  peut  encore  s'écrire 


D  (_  1)  '  ('1, '■j..-'*. '"2. '■'•>.  ■•  '"«-») 

-t-  '  (JiJi.  •■■y»./i./>.  ...jn-k) 


A.,;, 

''^'J-2    ■ 

■  v-,,,. 

A.A 

Kj.  ■ 

•  Kn 

X 

'■^'Vi 

^K.  ■ 

•   ■^•njk 

=  D'- 

X 

■ijl 


«., 


"'../l 

«'^u. 


..  a' 


•n-kj  I 


"'l/ii-A:   ^ijj'n-K    ■•■  "■'n-KJ'n-k 


Si  l'on  compare  cette  énniilé  avec  l'é^nlité  à  démontrer,  on  voit  que 
tout  revient  à  prouver  que 

(6)     (—  ,)l('i>'2.---'*.''i. '■■->.••■'■..-»)  +  lO'i.j'i,-  .;»./i./2,.../n_») 

—  (_  1  )  '1  +  '2  +  —  +  '■*  +Ji  +h  +  —  +  J»- 
Or,  puisque 


et 


i,  <  ij  ...  <  ik 


I  (i,,  ij, ...  ij.,  I,,  („  ...  ,„  .j  =  I  [(i,,  (",, ...  j\)  ((■;,  i[ ...  «■;)]. 

Evaluons  ce  dernier  noiid)re.  I.o  nondjrc  i,  lait  inversion  avec 
1,  a,  ...  I,  —  1,  qui  sont  tous  parmi  les  nombres  i|,  1.',,  ...  i^,  cela  fait 
t'i  —   1  inversions. 

Le  nombre  i\  fait  invorsion  avec  1,  2,  ...  i.,  —  l  ;  mais  parmi  ces 
nombres  il  y  en  a  un,  à  savoir  1',.  (|ui  n'est  pas  parmi  les  nombres 
i', .  i^'  •••  'î)  cela  fait  i-,  —  2  inversions. 

Et  ainsi  de  suite  ;  en  dernier  lieu,  le  nombre  ii_  fait  inversion  avec 
I,  2,  ...  V  —  1,  mais  parmi  ces  Tiombres  il  y  en  a  k  —  1.  ;i  savoir 
1,.  ij,  ...  il,,  qui  ne  sont  pas  parmi  les  nombres  1,',  i^,  ...  i^  ;  cela  fait 
i\  —  A'  inversions. 

Donc 


I  (l'i,  i..,  •..  ik<  i'i.  '2,  ..■  l'I)  =  t'i  -I-  ij-+-  ...  +  l't  — (I  -t-  2  -t-  ...  +  />■)• 


UAPPEI.     DE    THEORIES     l>  AI.OEHIIE 


i37 


On  trouverait  de  nicine, 

I  O'i.io,  .-.À,/,,/;.  •■•7a.)  =Ji  -I- J2-t-  •••  -^ji.  —  {i  -f-  2  4-  ...  +  fc). 
Donc 

I  (',,  's,  ■••  'A,  '■;.  („  ...  l'i)  ^  I  (./,./,.  ■■■]:.,][,  ■■■.]'„) 

=  'l   -i-  h  +  •••  -*-  h  +il    H-Ji  +   •••   +  JA  —   2   (l    -+-   2    -+-   ••■  +  A-) 

ce  qui  dcmonlre  l'égalilé  (6). 

172.  Règle  de  Laplace.  —  -Si  dans  un  dctenninanl  d'ordre  n  on 
clioisU  A  lujnes  (ou  colonnes),  iju'on  forme  tous  les  mineurs  possibles 
d  ordre  k  wec  ces  k  lignes  [ou  colonnes)  (au  nombre  de  C,*),  puis  qu'on 
multiplie  chacun  de  ses  mineurs  par  son  mineur  complémentaire  l'un  de 
deux  fadeurs  étant  avec  son  signe  et  l'autre  sans  son  signe,  et  enfin  qu'on 
fasse  la  somme  des  produits  obtenus;  on  trouve  le  développement  du 
déterminant. 

On  voit  que  pour  fr  =  i  ou  n  —  i,  on  retrouve  la  rèyle  ordinaire 
de  développement. 


:emf 

le 

a      b     c     d 

a      b'     c'     d' 

a  b 

c"  d" 

a  c 

b'  d" 

à'     b'    c"     d" 

' 

a'  b' 

c'"  d"' 

a'  c' 

b'"  d'" 

d"   b'"  c'"  d'" 

-+- 

a  d 
a'  d' 

b"  c" 
b'"  c" 

-+- 

b  c          a"  d'                b  d 
b'  ,•'        a'"  d'"     ~      b'  d' 

a"  c" 
à"  c" 

c.  d 

a    b" 

"■" 

c    d' 

a'"  Ij" 

En  effet  soit  D  le  déterminant  proposé,  soient  A,  A'  A'.  ...  les 
mineurs  sans  leurs  silènes  d'ordre  />  considérés  et  li,  B',  B",  ...  les 
mineurs  complémentaires  respectifs  avec  leurs  signes. 

II  est  évident  qu'un  terme  de  A,  multiplié  par  un  terme  de  B, 
donne  un  terme  de  D,  au  signe  extérieur  près,  de  même  un  terme  de 
A'   multiplié    par  un   terme  de   15'  etc.  Donc  l'expression 

AB  + A'B  -h  A"B"-t-  ... 

ne  contient  que  des  termes  appartenant  à  D. 

Hcciproquemcnt  tout  terme  de  D  est  formé  d'éléments  empruntés 
aux  lignes  avec  lesquelles  sont  formes  les  mineurs  A,  .\',  .\',  ...  et 
d'éléments  empruntés  aux  autres  lignes. 
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Le  produit  des  premiers  est  un  loriiie  dclcriuiué  il"un  mineur  déter- 
miné A  par  exemple.  Le  produit  des  autres  est  un  ternie  déterminé 
do  mineur  B  complémentaire  de  A. 

Donc  tout  terme  de  I)  est  contenu  une  fois  et  ime  fois  seulement 
dans  {"expression  M5  -i-  AH     i-  A  B"  -^  ... 

Il  résulte  de  oe  qui  précède  (|ue  D  et  .\B  -^  A\>  -+■  .\'B'  t-  ...sonl 
formés  des  mêmes  termes. 

Reste  à  montrer  que  le  signe  extérieur  d'un  terme  est  le  même  qu'on 
le  prenne    dans   I)   ou   dans   AB      -  \I5  -—  AI!  ...    Prenons    par 

exemple  un  terme  provenant  de  .\l>. 

Soit  «,,j,  aij,  ...  a„j,  le  terme  de  \.  a':j^  a'ij^_  ...  a.„_i/„„k  Je 
terme  de  B  dont  le  produit  donne  a,^j^  dij,  ...  ^i^^^  a'ij^  ...  di^..i,j;,^ 

terme  de  D. 

Le  signe  extérieur  du  terme  considéré  de  A  est  celui  de 

i'_  1^  l'i,, '".,...<■.) +  1  j,J:,-  -h), 
le  signe  extérieur  du  terme  considéré  do  B  est  celui  de 

le  signe  extérieur  du  terme  considéré  de  D  est  celui  de 

( ,)   1  ('l.'i.  ...Ù.'Mli.  ...'"._,)  +  I  j'i.ii,  .. .>*,/,. /i,. ../,_»)_ 

Enfin  le  signe  extérieur  de  B  (qui  est  le  même  (|ne  celui  de  .\)  est 

( ,A   'I  +  '■>  +  —  +  '»  +>)  +  A>  +  ••■  +  J». 

Il  faut  démoiilrer  que 

(_  ,)I(-",,...>O+I(;i.--Ji)  +  r'\.--''.-0+'7,,.-/.-»l+'i  +  ..-+''»4-j,  +  ...+;> 
__  ( i)  I(ii,i2,...ij,  >",,''j.  ...i'—i)  +  1  ijiJi,.:jk,j\,j'.>,   .-/..-V^ 

ce  qui  d'après  l'égalité  du  n°  160  revient  à 

( ,^    'I   +';.+  . •.-t-'«  +  Jl+J.!   +   •••+;'» 

=  (_  ,)  1  [l'i. 'i-  •■•  '■')  ('1.  '"i.  - ■'"-*)]  +  I  [Oi.Ji.  •••>')  O'i./j.  -j-.-k)]- 
Supposons  pour  fixer  les  idées 

i,  <  l'j  <  •■•  <  ';.. 

(car  les  deux  membres  de  l'égalité  à  démontrer  ne  dépendent  pas  de 
l'ordre  des  quantités  i|,  l'j.  ...  i,,,  ni  de  celui  des  quantités  j,,  jj.  .-.jk)- 
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On  a  vu  (n"  171,  q>ie 

I  [((,,.«i,  ..-  i„'}  (l'i,  ii.  •••  in~k)]  =  i,  -f-  h  -+-  •■ 
et  que  Je  ui<"'ine 

Donc  l'éiralité  à  démontrer  s'écrit 


.  -h  [■/,— (i-t-2-i-...-J-/c> 

. -4-7,.  — (H-2-f-...-^-A). 


=  (-  .)  t'. 


/ ,  )  M  +  '2  +  •  •  +  ù  +ii  +  j j  +  —  +j< 


ou 


,)  2(i+î  +  ..A-) 


ce  qui  est  évident. 


173.  TiiKonÉME.  —  Supposons  ijn'on  forme,  comme  dans  la  régie  de 
Laplace.  tous  les  mineurs  possibles  d'ordre  1%,  extrait»  de  k  lignes  (ou 
lolonnes)  d'un  déterminant.  Supposons  ensuite  ifu'on  maltiplie  chacwiide 
ces  mineurs  par  le  mineur  complémentaire  de  celui  qu'on  aurait  formé  avec 
les  mêmes  colonnes  (ou  lignes)  mais  prise  dans  A  lignes  {ou  colonnes)  autres 
que  les  l;  premières  ;  l'un  des  facteurs  étant  pris  avec  son  signe  et  l'autre, 
sans  son  signe.  Supposons  enfin  qu'on  fasse  la  somme  des  produits 
obtenus,  on  trouve  zéro.  (Généralisation  du  tliéorème  IV  du  n"  162). 

Exemple.  —  Parlant  encore  du  délermiaant 

b    c    d 


a'   b' 

a"  b" 


d' 


a    b    c    d 


on  a 


a  b 

c    d 

a  c 

1 

b    d 

a  d 

b    c 

b  c 

a    d 

a'b' 

c'"  d'" 

a'  c' 

b"'  d" 

a'  d' 

b"  c" 

b'  c' 

à"  d" 

1 

-    1 

>  d 

>'  d' 

a    c 

a'"  c'" 

-+- 

c  d 

c'  d' 

a    b 

a'"  b 

' 

= 

=  0. 

En  cijet,  d'après  la  rèyle  de  Laplace,  le  premier  memjjre  est  égal  aa 
détcrmjnivit 

a     b     c  d 

n    1/    c'  d 

a    b    r  d 

d"  b"  c"  d' 
c'est-à-dire  à  zéro. 
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174.  Théorème  de  Franke  ('  .  —  Soit  Dnn  délerminanlirordren. 

ConsiiliToiis  SCS  nimi'iirs  d'oidri' A.  Us  sont  au  nombre  ilei(lJ;V-  et  on 
peut  en  Iciinier  un  délcrminaiil  de  la  façon  suivante  :  Il  suHit  de 
ranger  les  C;;  conihiiiaisons  A  à  k  les  n  premiers  entiers  dans  un  cer- 
tain ordre.  (On  peut,  par  exemple,  prendre  l'ordre  naturel  [n"  158), 
mais  il  est  facile  de  voir  que  la  définition  suivante  est  indépendante  de 
l'ordre  adopté.) 

Alors,  le  mineur  formé  aNCC  les  lignes   i,.  ij i;.  el  les  coloimcs 

de  rang  j^,j.,.  ...,j:-.  peut  être  considéré  comme  ayant  deux  indices,  à 
savoir  le  rang  de  la  combinaison  i,,  L i\.,  el  celui  de  la  combi- 
naison y',,  j.,,  ....  ji,.  Soient  /  el  m  ces  deux  indices,  nous  poserons  ce 
mmeur  égal  à  6;,„,,  el  le  déterminant  en  (juestion  sur  le  déterminant 
|^.,„|. 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  chaque  mineur  par  ce  mineur  avec  son 
signe,  cela  ne  change  pas  le  détcrminaiil  |  fc;.,„  I.  On  démontre  en 
cdel  facilemcnl  que,  dans  chaque  terme  de  |  ');,,„  i,  les  facteurs  qui 
auraient  changé  de  signe,  seraient  en  nombre  pair.  Nous  désignerons 
aussi  1  lii,,„  I  par  l),,.  i  De  sorte  que  D,  =  I)  et  que  1)„_  ,  est  l'adjoint 
<le  U). 

Le  théorème  en  «[ucstion  consiste  en  ce  que 

Franke  a  donné  une  démonstration  directe  de  ce  théorème.  Comme 
nous  aurons  l'occasion  d'en  rencontrer  plus  lard  une  autre,  détournée, 
mais  plus  simple;  comme  d'ailleurs  nous  n'aurons  pas  besoin  du 
Ihéorème  en  question  dans  le  présent  volume,  nous  ne  donnerons  pas 
la  démonstration  de  l'ranke. 

Corollaire  I. 


D^.  =  D,._A.., 


Corollaire  II  (-). 


D,,D,._,  =  DC™ 


Celle  égalité  peut   se  démontrer  direclement  en  multipliant  l),,  par 
D„_)i,  appliquant  la  règle  de  Laplace  el  le  théorème  du  n"  173. 


(')    Fbaske.   —   L'ebcr    Dcterminanten    ans   Unlcrdominanlcn.    ./.   r.  a.  M., 
t.  4i  (i8C3),  p.  35o. 

(')  Calciiï.  —  Journ.  de  rEc.  Polyt.,  cali.   17  (i8i5),  p.  ma. 
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175.  Compléments  sur  les  déterminants  extraits  d'un 
tableau  ou  mineurs  de  ce  tableau-  —  Nums  avons  (li'jà  dit 
(n  170).  comment  ces  dcteiiiiinanls  sont  suscepliLlcs  d'un  signe 
extérieur,  ^ous  n'avons  ulilisi'-  jusqu'ici  celle  notion  tiuc  pour  les 
mineurs  d'un  déterminant,  c'est-h-dirc  d'un  tableau  carré;  nous  allons 
rappli(|ner  maintenant  aux  déteiiuinanls  extraits  d'un  tableau 
(juclconcpic. 

Lorscpi'ou  parlera  d'un  déterminant  extrait  d'un  tableau,  il  sera 
sous-entendu  que  c'est  du  déterminant  avec  ton  sif/;ic  qu'il  s'agit. 
Lorsqu'on  voudra  parici-  du  déterminant  sans  son  signe,  on  le  dira 
expressément. 

l'armi  les  déterminants  extraits  d'un  tableau,  on  dislingue  ceux  qui 
sont  d'ordre  le  plus  grand  possible.  Si  le  tableau  est  de  type  (p,  n)  et 
que  II  <^  p,  cet  ordre  est  n;  si  n  V>  /),  cet  ordre  est  y). 

Ce  sont  ces  déterminants  là  que  nous  aurons  le  plus  souvent  à  con- 
sidérer. C'est  pourquoi  nous  les  appellerons  souvent  simplement  dé- 
lerniiiKinls  (lu  tableau.  L'expression  :  «  drlerimiinnls  extraits  dit  tableau  », 
conliinicra  à  désigner  des  déterminants  il'ordre  (jiwlconijiie  extraits 
du  tableau. 

176.  l'noBLiiMi;.  —  Trouver  les  éléments  d'un  tableau  connaissant  ses 
ùéterndnants.  Ilelalions  entre  les  déterminants  d'un  tableau. 

1.  Le  tableau  est  carré.  —  Alors,  il  n'a  (pi'un  déterminant.  11  est 
évident  (pi'il  peut  recevoir  la  valeur  qu'on  veut,  on  peut  prendre  pour 
cela  arbitrairement  n-  —  i  éléments;  le  (;!-)énie  est  déterminé,  pourvu 
que  sou  mineur  ne  soit  pas  nul. 

Il  Lr  lablcau  est  du  type  (p,  /)  -|-  i).  —  Il  possède  alors  p  +  i  dé- 
terunnatits.  Je  dis  qu'e/i/n'  rcs  déterminants,  il  n'y  a  pas  de  relnlinn. 
C'est-à-dire  qu'on  peut  déterminer  les  éléments  du  tableau,  de  façon 
que  ces  déterminants  aient  des  valeurs  données  quelconques. 

Soit  le  tableau  : 

01,1  (h.i  ■■■  «2.,,+  i, 


Cp.i  f/.,;!   •••   ";),;'+!■ 


Nous  appellerons  D  le  déterminant  formé  par  les  /)  premières  co- 
lonnes (son  signe  extérieur  est  -I-)  ;  D,  celui  qu'on  obtient  en 
supprimant  dans  D  la  première  colonne  et  adjoignant  à  droite  la 
[p  4-  ijéme  par  L)j  Celui  qu'on  obtient  en  supprimant  dans  D   la   se- 
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condc  colonne,  ol  adjoignant  il  (iroile   la   (/)  -^•  i)^'""',  elc.  ;   rcs  d(''tei- 
minants  élanl  d'ailleurs  pris  avec  leur  signe.  Ainsi 


Bi^ 


ai,iai,2    • 

■■    «.,p 

tt2,lOi.i     • 

■•    «2,? 

Op,iOp.i    • 

••  «;-„' 

D,.  =.(-.; 


!'+l+'l, 


«1,1    •••  fli,;i..i"i,^.  -1    •••  "i,j.-i  1 

«2,1     ■••    Oj,/i— it.:,^  ;  I    ••■    "i,p+l 


0,1./.- l";.,/,  (-1 


a 


,„]>+! 


Et  il  faut  montrer  qu'en  supposant   I),  1),,  I),,  donnés,   on  peut 

trouver  des  éléments  a,  satisfaisant  à  ces  éipialions. 

Or,  on  peut  d'aliord  trouver  les  élémcnls  des  p  premières  colonnes 
du  tableau,  de  façon  à  satisfaire  à  la  première  de  ces  équations. 

(^)uant  aux  équations  suivantes,  elles  s'écrivent  en  désignant  par  .V,j 
le  mineur  de  o,,y  avec  son  signe  dans  D  : 


'i.,,.i 


'■^■j.i.  ij.ji+i  +  ■••  +■  '\,t,<^p,fi-i  ^=^  —  1^1 


(7) 


'  Al.-,  "i.,, .  1    ■(-  A..,,.2.  a.2,,,^,  -+-  ...  H-  A,„5,  ap.p+i 


/ 


'i,,,.i 


-t-  A,  „.  (1.  „i 


■•  +  A,..,,  "„„,. 


—  1)„ 


Kllcs  délernimenl  des  valeurs  pour  les  n,  pourvu  que  le  liélerininant 
des  .V  soit  dillérenl  de  zéro.  Or,  ce  déterminant  est  l'adjoint  de  I),  il 
est  donc  égal  à  I)''~'.  et  par  suite  dilïérent  de  zéro  jionrvu  (pie  I)  :::fo, 
ce  que  nous  supposons.  l,e  théorème  est  donc  démontré. 

Calculons  d'ailleurs  les  valeurs  des  a.  On  trouve  immédiatemenl 

—  («.,1.  Di  +  'i,2.  Di  +  ...  -*-  »,,p.   IX) 
Ol.y+l  =^ ' jjy-i ■ — ■ '^ —  • 

a;,j  étant  le  mineur  avec  son  signe  de  .\,.j  dans  le  délenuiiiaiil  ]  .'\,  j  '. 
Or  (n"  171), 

Donc 


(8) 


_  —  l'n.M,  D|  -h  a,,.2.  P..  -t-  ...  +  n,.p,  D,,) 


(jds  où  D  =  o.  —  On  \oit  par  le  raisonnement  précédent  (nie  si 
D  =  o,  les  valeurs  de  1),,  I).,,  ...  D„  ne  sont  pas  arliilraires. 

Si  D  =  oie  svslème  (7)  a  non  seulement  son  ilétcrminant  nul  mais 
il  est  même  de  rang  un.  puni  vu  (pie  les  mineurs  de  I)  ne  soient  pas 
tous  nuls. 
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Supposons  donc  pour  fixer  les  klécs  A,,,  ;zf  o  avec  D  =  o. 
Le  système  n'est  possible  que  si  tous  les  caractéristiques 


A,,,     D, 

A,,„     D, 

t  nuls,  c'est-à-dire  si 

'on  a 

D 

A,.,D. 
A,,. 

Quant  à  D,  il  est  arbitraire.  11  ne  subsiste  d'ailleurs  entre 

<jue  la  première  équation  du  système  (7). 

Si  non  seulement  D  mais  tous  ses  mineurs  sont  nuls,  on  a  évi- 
demrecnt 

D,  =D,  =  ...  =  D,,  =  o 

■el  <'i.ii+i.  "o.p.:.!,  ...  n,,,p_i.i  restent  complètement  arbitraires. 

III.  —  Le  tableau  est  de  type  (p,  n  1  (;i  >  />  -l~  1  ). 

Il  possède  alors  C^  délerniinaTils.  On  peut  les  distribuer  en  trois  ca- 
tégories)') :  1°  Le  déterminant  lormé  par  les /<  premières  colonnes; 
nous  l'appellerons  D  ;  3"  les  déterminants  obtenus  en  supprimant  une 
colonne  de  D,  et  adjoignant  à  droite  l'une  des  n  — p  dernières.  Soit  i 
Je  rang  de  la  colonne  supprimée,  j  celui  de  la  colonne  ajoutée, 

1 ,  2 ,  . . .  /) 


nous  désignerons  le  déterminant  correspondant  ,avec  son  signe)  par 
D,,j.  Remarquons  que  le  signe  extérieur  est  celui  de  ( —  i)'"^'.  Les  dé- 
terminants D,,j  sont  au  nombre  de  p(n — ]));  3°  les  déterminants 
obtenus  en  supprimant  plusieurs  colonnes  de  D  et  adjoignant  à  droite 
un  nombre  égal  de  colonnes  n'appartenant  pas  à  D.  Soient  ii.  j,,,  ...  i;, 
les  rangs  des  colonnes  supprimées,  j, ,  /j,  ...  jj  ceux  des  colonnes 
ajoutées  ;  nous  désignerons  le  déterminant  correspondant  (avec  son 
signe)  par 


D..^.. 


••  '*.Ji.Jj.  ..  Jk- 


I  ;  En  écrivant  que  le  nombre  lolal  des  délerminants  du  tableau  est 
«gai  à  la  somme  des  nombres  des  déterminants  de  chaque  catégorie,  on  est 
amené  à  l'égalité  G^  =  i  -r  C/,Gi_p  -{-  CpG^^p  +  ... 
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Ucinarquons  que  le  signe  cxlérieu:'  est  celui  de 

Ces  déterminants  sont  au  nombre  de  CJJ  —  i  —  />((i  —  /)  . 

Nous  savons  qu'on  peut  trouver  les  éléments  des  //  iircniicres  co- 
lonnes de  façon  que  D  ail  une  valeur  donnée.  Il  v  a  p-  —  i  éléments 
arbitraires,  et  le  {p-\""'  est  (iéterininé. 

Ensuite  on  jieut  délerminer  les  éléments  de  la  (/)  !-  I  V'""  colonne  de 
façon  que  D,,j,4_i.  D::,,;  .  i  ...  1^,,.,,  :  i  aient  des  vaietiis  données.  On  a 
les  formules  (S    qui,  avec  les  nouvelles  notations  devienTienl 

/n\      „  _  —  («..iDi.p+i  +  qj.aDa  ,ixi  -t-  ...  -H  a,-.„Dp,p.>.i) 

On  aura  des  formules  analoiiues  ])0ur  a,.j  en  metl.inl 

D,„.      1).,,.      ...1),.; 

au  lieu  de 

Il  faut  cependant  remarquer  que  dans  la  formule  9)  le  signe  exté- 
rieur de  D/,,,,_j  est  ( —  i)'"  '  *''.  tandis  que  le  signe  extérieur  de  D/,.j 
est  ( —  1)''+-'.  11  faut  donc  dans  la  formule  (8)  remplacer  D/,,^  1 1  par 
( —  i)''+'^-'D;,,y,  et  l'on  a  ainsi 

„     _  (—  i)'"^("..i^i.j  +  a.-.aPa.j-t-  ■■•  -t-  a.-,pD).,j:i 
a.,;  —  ly  —  • 

Ainsi  les/)  {n  —  />)  déterminants  de  la  seconde  catégorie  peuvent  être 
pris  arbitrairement.  Hestent  les  C„  —  i  —  /<  (h  —  /))  délerininanis  de 
la  troisième  catégorie.  Nous  allons  montrer  qu'ils  s'e.vpiimenl  en  fonc- 
tion des  précédents. 

Soit  le  déterminant 


I*i|,'o,  .../;„;,,jo, . 


■  Jk- 


Nous  supposons 


'1  <  h  <  ...  <  ù 


Appelons  i,,  i',.  ...  („_/,  les  entiers  delà  suite  i,  i.   ...  //  autres  (jue 
I,,  i.>.  ...  (■  rangés  aussi  |)ar  ordre  de  grandeur  croissante. 
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On  a 


'^i,i.i....il,jtj,...jl, 

«1.',  •••"i.'p_i     «.;,  ■••«14 


f_  iVi+''i+--  ■/.+/i+yi+-+À 


Jk 


«p.,  •••  «,.i,,_i.    «)'■;,  •••«?;,. 


Le  déterminant  du  second  nienibre  s'écrit  en   remplaçant  les  a  par 
leurs  valeurs  (9) 


«'■i  •••""?-/. D 


a.,,  ••■«.,  ,_^ 


D 

,        (-,)y+;.(a,,D.^,  .■.  +  a,,D,,,)      (-,'-,, (a„D,;,_ ...+ a,,Dy,J 
D 


D 


«."  ,  •••«/'S-i- 


Donc 


D  ■■■  D 


Plk 


'  D^ 


a>i  .•■■an 


p-k 


a2iï>ij, -+-■.. +  a,pDpj^...ao,D,^-^-l-.-.+a>pD 


•'p^fc 


"p.',  •••")..',_;,     ''?iD„,^-....+rtj,,,D^,^...a,„D,,^H-...-l-o,,,,D,,, 


Le  déterminant  du  second  membre  est  égal  au  produit 


«1,1    "1,2  •••  «1,;! 
«i.l      "2,;. 


a,., 2   <^i>,r 


o       o  ... 
0       o   ... 


o     o  ...  o 

1    ...  o     o  ...  o 


D.,;,    1^2.;,       D„, 

1) 


t>',..D^...    • 


l'-A 


Le  deuxième  facteur  de  ce  produit  est  formé  de  la  façon  suivante  : 
Tous  les  éléments  des  /ir-  k  premières  lignes  sont  nuis,  sauf  un  dans 
chaque  ligne  qui  est  égala  i.  Cet  élément  non  nul  occupe  la   place  de 
Cahen.  —  Théorie  des  nonlires,  t.  I.  10 


i'i6 
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rang  i[  dans  la  [)reiiiiÎTC  ligne,  celle  de  rang  (o  dans  la  seconde,  ...celle 
de  rang  (,',_,.  dans  la  (/>  —  A)'"". 
Ce  deiniènie  lacleur  peut  s'écrire 

{p—k)ip—k+i) 


Donc 


-  '■i+''j+---+'"i>-'.+- 


«^.., 


1) 


II..JI, 


D, 


_(-•) 


'|,'j.  ..■  'h,J„J-.,  —Jk  


D*- 


D,    ,    ...  D, 


l'A- 


D....,  -  » 


'k'Jk 


En  remarquant  (|ne  les  indices  (|,  i.,,  ...  ij,   i,,   i'^,    ...   /,',_,,   sont  les 
entiers  i,  2,  ...  p  dans  un  certain  ordre,  il  vient  en  définitive  : 


D -tz^i 

"i„i......  ik-j„ji,  ■■■Jk  —         jj/.- 


k{k- 


Kj,Km 


D 


'k.ji. 


Remarque.  — 

(  —  1)  '''       ''  =  +  I   lor.sqne  k  divisé  par  /j  donne  comme  reste  oou  i, 

»  =  —  I  i>  j)  1)  :>.  ou  3. 

Le  nombre  des  relations  entre  les  délermiiianls  est  égal  au  nombre, 
des  déterminants  qui  s'expriment  en  fonction  des  autres.  C'est  le 
nombre  des  déterminants  de  la  troisième  catégorie,  c'est-à-ilire 

ci;  —  1  —  />  (n  —  /,}. 

Caf  où  I)  =  o.  —  Si  D  est  nul  et  .\,,,,  par  exemple,  diiïerenl  de 
zéro  on  a  d'après  la  remarque  de  II 

les /( — y<  déterminants  D,,^  restant  arbitraires.   On   a  de   [ilus   entre 
(ifj,  <i-i,j  ■••  Oji.j  la  relation 


A„,ai.>-f-  A..,aî,^-h  ...  -1-  .^,,.,0^,,  =■(—  i)'-^D,,,. 
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Si  non  seulement  I),  mais  tous  ses  mineurs  sont  nuls,  tous  les 
D,,^  sont  nuls. 

Enliii  on  remarquera  le  fliéorôme  suivant  : 

Théorème.  —  Si  D  est  mil,  si  l'un  de  ses  mineurs  .1/,.;  est  différent  de 
zéro,  el  si  tous  les  D,.j  {/  ;r=  p  n-  i,  p  -(-  2,  ...  n)  sont  nuls,  alors  tous  les 
déterminants  du  tableau  sont  nuls. 

Supposons,  ce  que  nous  avons  évidemment  le  droit  de  faire,  que 
h  =  i  =  I,  de  sorte  que  .\:,.,  soit  A,.,  et  que  les  !),.,  soient 

l>,  „...  I-»,.,-..   ..  u..„. 

(Considérons  un  déterminant  du  tableau,  appcloiis-le  D'. 

Multiplions  sa  première  ligne  par  V|,|,  ce  qui  multiplie  la  valeur  de 
ce  déterminant  par  .\|.,.  Ensuite  ajoutons  au.\  éléments  de  la  pre- 
mière ligne  ainsi  modifiée,  ceux  de  la  seconde  multipliés  par  i\i,i,  de 
la  troisième  multipliés  par  A,,i  ...  de  la  p'""  multipliés  par  .\^,i.  Il  est 
l'acilc  de  voir  que  tous  les  éléments  de  la  première  ligne  ainsi  obtenue 
sont  nuls.  En  ell'et  un  de  ces  éléments  est  de  la  forme 

-V|.l«l,i    +■  ^î-lOi-l-h    ...    •+-  Ap.iflp,,. 

Si  /  ^  I,  cetle  expression  est  nulle  comme  étant  le  développe- 
ment de  D. 

Si  /  =  2.  3,  ...  /<.  cette  expression  est  nulle  en  vertu  de  IV  du 
II"  162. 

Si  l  =  p  -h  I,  /)  -t-  a,  ...  n.  cetle  expression  est  nulle  comme  élant 
le  développement  de  Di,;. 

On  a  donc 


d'où 


A„.D'  =  o 


D  =0. 


Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède  on  a  supposé  n  >-  /).  11  est  bien 
évident  (jue  si  l'oa  avait /i  <  pw  tout  subsisterait  en  échangeant  dans 
les  raison neineoits  et  dans  Jes  résultats  les  lignes  avec  les  colonnes. 

177.  —  Le  problème  que  nous  avons  traité  est  un  cas  particulierdu 
suivant. 

déterminer  les  éléments  d'un  tableau  connaissant  les  déterminants 
d'ordre  ij  de  ce  tableau.    Trouver  les  relations  qui   existent    entre    ces 
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délerminants.  Soit  {p.n)  le   Ivpo  du  talileaii.    p  -    n    le  cas   parliculicr 

traité  correspond  au  cas  où  (j  =rz  p. 

I.  —  Soit  inaintenaiit  f]  =  p  —  i  et  de  plus />  :^  n,  c'est-à-dire  : 
Trouver  les  éléments  d'un  déterminant  connaissant  les  premiers  mineurs 

de   te  déterminant.   Pour  cela  formons   l'adjoint,  il  est  égal  à  D"~'. 

n-f/  _   _  11-1/ 

Donc  D  =  M   v/    !  A..J   |    en  désignant  ])ar    i       ]   \,.^    |    une    racine 

(;i  —  i)cme  particulière  de  |  A,,^  ]  ,  et  par  m  une  racine  (n  —  i)ime  de 
l'unité  ('). 

Formons  les  premiers  mineurs  de  l'adjoint 


:,;  =  a.w['-"\'/|A.-,;   l]"" 


Donc 


a,,  ,  ^      11-2   .     ,  ,  11-2  =         ,  n^. 

u.       I  Ai,j  !  ;;ir,         I  A,-,;  |  „_i 

On  obtient  ainsi  n  —  i  svstèmes  de  valeurs  pour  les  a,,  j  en  donnant 
h  lo  toutes  les  valeurs  possibles.  On  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  relations 
entre  les  mineurs  d'un  déterminant. 

II.  —  Soit  luaiuletiaut  le  cas  général.  Nous  pouvons  supposer  p  <<  n. 
De  plus,  nous  supposons  <j  <^  p  —  i,  car  si  ly  =  p  on  lelondje  dans 
le  cas  particulier  traité. 

ISous  savons  (jue  si  dans  un  tableau  de  Ivpe  {q,  n\  (ïjf  <^  n).  on  connaît 
les  (/'-  éléments  d'un  déterminant  du  taiileau.  on  peut  déterminer  les 
qn  —  (/-  autres  éléments  au  movcn  d'un  nombre  égal  de  déterminants 
du  tableau. 

Hemarquons  maintenant  (juc  si  on  connaît  les  if-  éléments  d'un 
déterminant  d'un  tableau  et  /•  autres  éléments  du  tableau,  on  peut 
encore  déterminer  les  (pt  —  cf-  —  ;•  autres  éléments  au  moyen  d'un 
nombre  égal  de  déterminants  du  tableau.  11  n'v  a  qu'à  laisser  r  équa- 
tions de  côté  dans  celles  qu'on  écrirait  si  on  ne  connaissait  que  les  '/- 
éléments  du  déterminant. 

Ceci  posé,  considérons  le  déterminant  abcd  d'ordre  ç -I-  i  qui  est 
dans  un  coin  du  tableau.  (Sur  la  ligure  /|  nous  avons  sup])osé  /)  ^^  -, 
n  =;  11,^  =  3.  Nous  avons  représenté  les  éléments  du  tableau  par  des 


(')  Nous  nous  servons  ici  de  nombres  que  nous  n'avons  pas  encore  définis, 
irrationnels  cl  imaginaires.  Mais  comme  nous  ne  nous  servirons  pas  du  ré- 
buUat  avant  d'avoir  parlù  do  ces  nombres,  cela  n'a  pas  d'importance. 
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points,  rortains  par  des  leltrcs,  (pii  nous  serviront  en  même  temps  à 
mar(|uer  les  positions  de  ces  élétiienls).  Dans  le  déterminant  atci/  on  peut 
se  donner  arbitrairement  les  q^  mineurs  d'ordre  q  et  en  déduire  la  va- 
leur des  if  éléments,  ('es  éléments  ne  sont  d'ailleurs  déterminés  qu'au 
facteur  m  près  ;  niais  comme  il  est  évident  n  priori  que  tous  les  élé- 
ments du  tableau  ne  sont  déterminés  qu'à  ce  facteur  w  près,  nous  le 
négligeons.  Nous  déterminons  ensuite  (n —  </)  ly  éléments  non  encore 
déterminés  du  tableau  aefg  au  moyen  d'un  nombre  égal  de  détermi- 
nants obtenus  en  renipla(;anl  dans  abcil.  une  colonne  par  une  colonne 
de  rang  supérieur  à  q  (n"  176)- 

j    .    i  m   .    l    u   .   l   .  V 


d  .   .    c 

'J / 

a    .  h    b   .   li  II   .    s   .   e 


Ensuite  nous  opérons  de  même  pour  le  tableau  aJiij  puis  pour  le 
tableau  bklin  (on  en  connaît  un  déterminant  d'ordre  </ et  un  élément  c), 
puis  pour  le  tableau  osln,  puis  pour  le  tableau  sevl  (dans  lequel  on 
connaît  un  déterminant  d'ordre  </  et  d'autres  éléments). 

En  définitive  sauf  les  deux  cas  de  i"  /j  =  ;i  ;=  q,  2"  de  n  ^  /)  -t-  i 
avec  q  ^=p,  on  peut  déterminer  les  np  éléments  d'un  tableau  au  moyen 
de  np  mineurs  d'ordre  '/.  Le  nombre  total  des  mineurs  d'ordre  q  étant 
C;,G'  il  y  a  entre  eux  C^JCjj  —  pn  relations. 

178.  Généralisation  du  résultat  du  n)  166.  —  Soient  deux 
tableaux,  l'un  de  t>pe  (p,  n)  (/>  ■<  n)  l'autre  de  type  [n  —  p,  n) 

«,,,    'li,3    ...    «l.n  -^1,1         a^i.j         .-.      ■'•|,-. 


*'^n  — P:l    ^n-  p, 


l'JO 
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Supposons  qu'on  ail  entre  les  éléments  de  ces  tableaux  les  p  (n  —  p) 
relations  suivantes  : 


(>4) 


\  «h-,   X^'t  •+-  "k-j  A. 2    -I-   •••   -+-  «A.,!  -Tic,,,  =  O, 


>(h 


1.   2. 


p.     k  r=  i,  2,  ...  n  —  p). 


Je  dis  (|ue  les  déteriitiimnls  nvev  leurs  signes  de  l'an  des  lahlfaii.r  sont 
proportionnels  aiix.délenninanis  sans  leurs  siynes  de  l'autre,  la  correspon- 
dance entre  les  deux  délerininanls  qui  doivent  former  un  r^ipport 
étant  établie  de  la  façon  suivante  :  Un  suppose  le  second  tableau  écrit 
au-dessous  du  premier  de  fa^on  à  former  un  seul  tableau  carré  et  les 
déterminants  correspondants  sont  deux  tableaux  compléniciilaircs  dans 
ce  carré. 

Prenons  deux  de  ces  rapports  et  démontrons  leur  éj;alité.  (i'est-à- 
dirc  : 


(-') 


{i  +  i  +  ...+p  +  lH+l'i+-+l'pl 


"i,'., 


"k-I'.. 


a-,,A,     •••^1, '.„_,, 


^n-p.h   ,"--''";i_,j,/,  ,|_ 


(->) 


(l+3  +  ...+P+'.-,+A2+-  +  '', 


«1,/.,   ••■   "1J.„ 


'V.^l     •••     «!'.*, 


a;,,i', 


'^'.'■,. 


■■  .1-  p 


•'^H  — n,fr'       •'•  ^n—v.h 


(/ij  <  h,  ...  <;  /ij,  sont  /)  entiers  de  la  suite  i,  ■>,  ...  n\  et 

h\<K...<K-v 
sont  les  autres.  De  même 

h„k,.  ...k„:  a;.^:.  ...  a„_„). 
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lOI 


L'égalil(':  à  démontrer  peut  s'écrire 


(.5)  (-  ,)''''+••■+'•'•' 


Xi,l,  ,       ...  x,,^ 


•'n — p,k\   .  •  •  ^11  -  ;j,/i'„_p 


1   ^1 — p,h\    •••  '^fi — p,kn- 


«..'.,  •••«„/.„ 


°/>,''i  ■••  «p,'-,. 


(_   ,)  I  +  ï  +  .-+P  +  ''l+''2  +  -  +  'V 


(réléniciil  I  de  la  [p  -+-  i)ème  ligne  du  second  déterminant  est  dans  la 
colonne  de  rang  /i,,  celui  de  la  (p -H  a  jème  dans  la  colonne  deuani; 
h,,  etc.  Le  signe  extérieur  du  second  membre  de  celte  formule  se 
détermine  par  exemple,  par  la  règle  de  Laplace). 

Le  second  déterminant  d\i    premier  memjjre  de  la  formule  (  lô^se 
transforme  de  la  même  façon.  Donc  ce  premier  membre  s'écrit  : 


o 


O 


O       ...       1       ...  O 


X 


O    ...    I    ...   O 
O    ...  10 


(-0 


plp±L'  +  f:!rgl^"-p+')+fc-,4-f,+...+f„_ 
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OU  en  eflcctuanl  le  produit  des  déterminants  et  tenant  compte  des  re- 
lations   I '4) 

00...       o  fluj  ...a,,i 


Pj£±lJ.i-("-p)i"-P+')  ,  ,.   ,       ,  ,. 


o     o    ... 


«ip.t,  •••  v-p 


•'V'.',        ■■■  ^,.A,.- 


ou  enGn 


(-') 


p!P±lïj^u\+k-..+...+k\ 


a,.i,  ...«n 


Xtt — p,/"  ■>  •  •  •  •'"'I  — p.Vn  —  p    '^ 


>'n-p,h\  ■•■    ''n-p.li'n- 


De  sorte  que  pour  vciilier  l'égalité  i^iâ)  il  ne  reste  |)lus  qu'ù  vériQer 
que 

(_  ,)  ^^''+«''i+^'s+-  ■+*■■'"-'  ^  (_  ,)  '•■.+''i+...+''-, 
ce  qui  est  évident. 

179.    Généralisation    de    la   multiplication    des    détermi- 
nants   —  Soient  deux  tableaux  de  même  tvpe  {p.  /i.  ' 


«1.1  Cl.i  •■•  fli 


^p-i 


''t,i  .••  ''1..1 

Oj,,!    ...    ''p,(i 


Supposons  qu'on  les  multiplie  ligne  par  ligne,  on  forme  aussi   un 
tableau  carré  et  par  suite  un  déterminant  d'ordre  /). 


a,,,fc,.i^ai,.fe,,2-H...-+-a,,„/»,,„ ''i.i'',,,i-+-...-l-a,,„6p,„ 


\of,ib,,i-+-  ~i-ap,„bi,„ ap,i'';„i-f-..-l-ap,i.t,,n 


Je  dis  que  :  1°  SI  /)  >  n  ce  déterminant  est  nul. 

2°   Si  p  <^   n  ce  délerminant  est  égal   à    la    somme   des  produits  de 
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1.-)^ 


chaque  drlerimnanl  de  l'un  des  liihleaax  par  le  déterminant  liomnloijue  de 
l'antre.  (Dans  cet  énoncé,  on  peut  prendre  clmtjne  déterminant  indilTé- 
reniinent  avec  ou  sans  son  signe  exléricur,  puisque  deux  déterminants 
iiomolojiucs  ont  le  même  signe  exléricur.) 

En  cil'et,  ciiacune  des/)  colonnes  de  ce  déterminant  se  décomposant 
en  n  colonnes  partielles,  ccdctcrminanl  est  égal  à  la  somme  des  déter- 
minants de  la  forme  : 


(Ui) 


"l,'.!*'. 


■'',h'';. 


Cv-l'J'f:'',, 


==b,..b. 


l,h."l:ll.,-- 


'..S, 


Ci, h. 


■"'.'■„ 


a,,.h^  ■■•  ipj. 


/il,  /ij,  ...  /i,,,  étant  /)  entiers  pris  de  toutes  les  laçons  possibles  dans  la 
suite  1,  1,  n.  Mais  s'il  y  en  a  deux  égaux,  le  déterminant  (iG)  est  nut 
parce  qu'il  a  deux  colonnes  identiques.  Il  en  résulte  d'abord  immé- 
dialemenl  le  tbéorèmc  annoncé  pour  p  >  ;i,  car  dans  ce  cas  parmi  les 
entiers  h,,  h,.  ...  /i,,,  il  y  en  a  forcément  d'égaux. 
Soit  maintenant/)  <;  n.  On  a  alors 


D  =  V 


«!,'<, 


■   l>,j.b> 


h.. 


..  h 


>-K 


/i,,  h.,,  ...  hj,  étant  un  ariangement />  à /)  des  h  entiers  i.  2.  ...  n,  et  la 
somme  s'étendant  à  tous  ces  arrangements.  Soient  A,,  A,,  ...  /c,,  les 
entiers  /i,.  h.,,  ...  Ii^,  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante.  On  peut 
écrire 


iJ  =  V(-  i)l'S.''.,-V  b,,„b.,,n.,  ...  6,,,,^ 


«1,/., 


^c.'.. 


Prenons  dans  cette  somme.  les  termes  pour  lesquels  Ai,  A.,,  ...  Ay 
sont  les  mêmes  et  ne  dilTèrent  que  par  leur  ordre.  La  somme  de  ces 
ternies  est 


ai,A-,  •••  ai.t^,  i 


•j  V(_,)'<^-*^-Vfc,,),./-,,.,  ...  fc„.^ 


O).,/',  ■••«?,'.„ 
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•c'«sl-H-dire 


a, 


j),A-,    •••  Oji.A^, 


bf,l.,    ■■■    ^,A- 


|^.•'..  •■•  ^.s 


La  somme  lolale  est  la  soiiimedc  tous  ces  produits  corrcspoiulaiil  à 
toutes  les  combinaisons  p  à  />  possibles  des  indices  i ,  a,  ...  n.  (l'est  bien 
■le  résultai  annoncé. 

Cas  particulier.  —  Si  /j  :-^  ;i  on  trouve  la  règle  de  multiplication  dos 
dctcrmiuaiits  [n"  169). 

-180.  Compléments  sur  les  équations  linéaires.  —  Voici  en- 
core quelques  tliéorèmes  sur  les  équations  du  premier  degré,  (jue  nous 
■citons  parce  que  nous  retrouverons  leurs  analogues  en  lliéorie  des 
■nombres. 

Etant  donnée  une  éipiation,  ou  un  svstènic  d  équations,  on  appelle 
soliUion  génênde  des  formules,  contenant  s'il  est  besoin  des  paramètres 
■variables,  et  donnant  toutes  les  solutions  et  chacune  une  fois. 

Par  exemple  dans  le  svstème 

2.x  —  y  =  I 

r  -+-  5  V  =  17 


«la  solution  générale  (ici,  la  seule  est) 

.(•  =  2, 
Dans  le  système 


3. 


ila  solution  "énéralo  est 


()  ,r  -(-  2  V  —  5  r  =  3 
1  2  .(•  —  5  V  -t-  7  r  =  1 4 

.T  =   I    -h    I  I  X 

V  =  1   -+-  102). 

.-=  I  -^-54).. 

On  démontre  facilement  le  tbéorèmc  suivant. 

'l'iiKonioMi-;.  —  Pour  avoir  la  solution  générale  dune  équation  linéaire 
■ou  tl'un  système,  il  sa()!l  d'en  avoir  une  solution  partirulière  et  d'y  ajouter 
la  solution  générale  île  l' éipiation  ou  dusysicnte  privé  de  seconds  mendires. 

On  est  ainsi  conduit  à  étudier  spécialement  les  équations  (ou  des 
■svslèmes    liomotçcnes. 
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181.  Système  fondamental  de  solutions  dune  équation 
homogène.  —  Suit  une  i;(jiiatioii  liiuiairelioinogine  à  coerilciciits  non 
tous  nuls 

rt,x,  ^-  «jj-.j  -I-  ...  -1-  a„./-„  =  o. 

Soit  pour  fixer  les  idées  a,  ;zf  o. 
La  solution  générale  est 

/    .    _        "21  "t-i  ""-, 

r  a,   '       ai    ■  a,     - 


\    -ï"»!    'jl— l 

ces  formules  donnent  toutes  les  solutions,  et  chacune  une  fois.  On 
obtient  une  .solution  paiticuiièie  en  faisant  l'un  des  À  égal  à  l  et  tous 
les  autres  égaux  à  o.  On  a  ainsi  »  —  1  solutions  particulières  à  savoir  : 

a., 

I '     I     o  ...  O 

«. 

1 :      O      1    ...  o 

(18)  «• 


-"-"     o , 


a 


Soit  un  système  de  n  —  i  solutions  particulières 

l->,l  .52,2  •••       .:2,<1 


Les  formules 

■'''1  =  ?l,lXi    +  ;i,-2^-2  H-   •••  -T-  'l,n_l".i— i 
:ro  =  îj.iX,  +  t.j,.,À2  +  ...  +  :2,„-i/„-i 


\: 


('9) 

(•'•,.=  $,.,1 5- 1   +   ?,.,2>-2+   ••■+  :„„.-l>n-. 

donneront  encore  des  solutions  de  l'équation  quand  on  \  donnera  aux 
X  des  valeurs  quelconques. 

Mais  donneront-elles  comme  les  formules  (17)  iotites  les  sohilions,  et 
chacune  une  fois  seulement'^  Si  oui,  le  système  des  ;  sera  dit  système 
/ofirfa«ie«/a/ de  solutions.  Nous  avons  trouvé  :i;i  tel  système,  le  sys- 
tème (18).  Il  s'agit  maintenant  de  les  trouver  tous. 
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TiiÉORKME.  —  ine  conditiiin  nécessaire  et  sujjisaiile  pour  iju'un  système 
de  n  —  I  solutions  soil  fondameiilal  est  que  les  déterminants  du  tableau 
formé  par  ces  n  —  i  solutions  ne  soient  pas  tous  nuls. 

Celle  condition  est  nécessaire,  car  si  elle  n'était  pas  remplie,  les 
expressions  (  1  f))  donneraient  la  solution  o,  o,  ...  o  pour  une  infinité  de 
svslèmcs  de  valeurs  des  X,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition  d'un  sys- 
tème loudanienlal. 

Elle  est  suffisanlc.  En  elîel  supposons-la  remplie  et  (pic  par  exemple 
le  déterminant  formé  par  les  n  —  i  premières  lignes  du  tableau  soil 
(lillércnl  de  zéro.  Donnons- nous  un  système  de  solutions  ,r,.  .r.,.  ...  r„  ; 
les  n  —  I  premières  équations  19)  déterminent  les  X  el  la  n"°'  se 
trouve  satislaile,  car  le  déterminant  caractérisli(jue  est 


Multipliant  la  première  ligne  par  a,,  et  lui  ajoutant  la  seconde  ligne 
multipliée  par  <ij,  la  troisième  multipliée  par  a.,,  etc..  on  trouve 

n,l)  =  o 

d'où  puisque  n,  ;zi  o  on  déduit  D  =  o. 

182.  Théorkmk.  —  Soit  '■  un  système  fondamental  de  solutions  ( '), 
soit  X  le  système  qu'on  en  déduit  par  les  formides  {i()).  Pour  que  .r  soit 
aussi  un  système  fondamentid  il  faut  el  il  sufjit  ipte  le  déterminant  des  X 
soit  diffèrent  de  :èro. 

En  eiïot  ;  un  déterminant  du  tableau  des  ;  est  égal  au  déterminant 
correspondant  du 'tableau  des  .t,  multiplié  par  le  déterminant  du 
tableau  des  À. 

183.  Systèmes  d  équations  homogènes  du  premier  degré. 
—  On  a  des  résultats  analogues  pour  un  système  de  n  équations 
liomosènes  du  premier  degré  m  /)  inconnues.  Je  suppose  ces  équations 
indépendantes 

Oi.i.Ti  -f-  a,  ..r,  -+-  ...  -+-  a,,pXp  -t-  ...  -I-  a,,„x„  =  o, 
a.,,iXi  -+-  a,,iXi  -+-...  -4-  a.i,,,Xi,  4-  •••  -H  ai,„x„  ^=  o, 

ap,,.r|  +  flp.jXj-l-  ...  -(-  aj,,fTj,  -+-  ...  -+-  a,,,„x„  ^  o, 
(')  Pour  abréger,  je  reprcsentc  un  .sjslcmc  par  u:!c  seule  lettre. 
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(1,,,  rto,,  ...  a..p 
«2,1   f'2,2  .•■  a-i.f 


'ii.,i  a.,.i (ip.i, 


.Vppelons  Dcedélt'rm'manl  et  D,,^  celui  curou  olUienl  en  y  remplaçant 
la  colonne  de  rang  (  par  celle  de  rangj. 
La  solution  générale  du  système  est 


—    lDl.,,-1    >■>    +  t),.„4.2  ),2     +     . 

•    +    Dr.»   ''-it-p) 

.--T),...  ),,_„] 

—  (D,..»-^i  >-.-!- 


i'p.n      Ki—p) 


^P+l 


.1, 


I) 

.X., 


).„ 


On  délînira  comme  plus  haut  un  svslème  fondamental  de  solutions. 

I.  —  Pour  (lu'iin  XYsIrme  de  ;i  —  /)  soliilions  -soll  fondaineiilal,  il  jnul 
et  il  suffit  (jiie  les  délenniiiants  dit  lahlenii  foniié  jiar  ces  n  —  p  S'Aulions 
ne  soient  pas  tous  nais. 

II.  —  D'un  système  fondamenlid  ;  on  déduit  un  système  Jondainenlnl  x 
par  des  X  dont  le  déterminant  est  différent  de  :éro  el  rècipronuement. 

Ces  tliéorémes  sont  analogues  aux  théorèmes  des  n"  181  i-t  182  et 
se  démontrent  de  la  même  façon. 

NOTCS  ET  KAERCICES 


I.  —  Si  l'on  prend  dans  I),.    voir  n"  174   un  mineur  d'ordre  /i,  soit 

0  el  dans  D„_i  le  mineurcomplémentaire  soit  o   ;  on  a  s-  ==  D    "-'-''. 

(Franke  J.  r.  a.  M.  t.  6i  {i863)  p.  352  ) 

II.  —  Etant  donnés  deux  déterminants  D  et  D'  de  même  ordre  n. 
on  prend  dans  D.  k  colonnes  qu'on  remplace  par  k  colonnes  prises 
dans  D'  et  l'on  obtient  ainsi  un  déterminant  qu'on  désigne  par  D,,  ,„ 
en  appelant  /  le  rang  de  la  combinaison  des  k  colonnes  prises  dans   D, 
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III  celui  de  la  combinaison  des  /.■  colonnes  prises  dans  i)  .  Ucnjonlrer 
que 

I  D,.,„  I  =  1)^"-'  .  D'^»-'. 

(l'lc(|uet  C.  U.  A.  .S'.,  t.  8G,  p.  1 18  et  ./.  </.  l'E.  /'.,  4.")'  cahier,  l.  28 
(1S78)  p.  ai4.) 

Ce  ibéorème  peut  se  démontrer  en  s'appuvant  sur  celui  de  Frii'nke. 
En  supposant  que  les  éléinonls  de  l'un  dos  dotcrniinants  soient  des  o, 
sauf  ceux  de  la  diagonale  principale  qui  seraient  des  1,  on  retrouve  le 
tliéorcme  de  Franke. 

En  supposant  que  le  second  délerniinant  soit  un  iniiirnr  du  pre- 
mier, complété  de  façon  que  le  mineur  complémentaire  ail  des 
éléments  tous  nuls,  sauf  ceux  de  sa  diagonale  princi|>ale  qui  seraient 
des  I,  on  retrouve  un  théorème  de  Svivesler. 

III.  —  Etant  donnés  deux  déterminants  I),  1)  de  même  ordre 
Il  ;  on  ell'acc  dans  D,  k  colonnes  de  rangs  1,,  i.,  ...  ij.  qu'on  remplace 
par  /r  colonnes  de  D'  de  rangs  ji,  j.,,  .  .  j,^.  On  obtient  ainsi  un  déter- 
minant 0.  Ensuite  on  ell'ace  dans  1),  les  /i  —  /,■  colonnes  de  rangs 
1,,  l'i.  ...  i'„_,.  ^les  ('  étant  les  entiers  de  la  suite  i,  ■.>,,  ...  /i.  autres  que 
les  i)  et  on  les  remplace  par  les  n  —  /••  colonnes  de  I)  de  rangs 
i[,j'-2,  ■■■  j'k  (Ifis/  étant  les  entiers  de  la  suite  i,  2,  ...  n.  autres  que 
les  j).    On    obtient   ainsi    un    déterminant    ;.    On    l'orme   le  produit 

( l)  ''l+''2+-.-  +  '»+il+J2  +  — +J»  J=. 

La  somme  de  tous  ces  produits  lorsque  les  i  sont  fixes,  et  que 
les  j  varient  de  toutes  les  laçons  possibles  est  égale  à  DD'.  (Sylvesler, 
PInlosop..  MiKjazine,  série  /i.  tome  11  (i85i)  p.  142).  En  supposant  que 
les  éléments  de  l'un  des  déterminants  soient  des  o,  sauf  ceux  île  la 
diagonale  principale  qui  seraient  des  1,  on  retrouve  la  règle  de  déve- 
loppement de  Laplacc. 

IV.  —  Soient  deux  déterminants,  D  =  |  a,,^  !  d'ordre  n  et 
D'  =  I  a'i'J'  I  d'ordre  n.  On  forme  un  déterminant  E  d'ordre  nn', 
dont  l'élément  général  c  est  donné  par  la  fornude 

Démontrer  que  E  =  Dn'D". 

G.  Rados  Mathem.  natunriss.  Mitheil.  nus  l  ;i;/ani.  t.  i.  [).  2(18  el 
au.ssi  A,  Heiisel  A.  .¥.,  li  i  i8yo-r)i},  p.  '.'•i-). 
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ÉTUDE    DES    ÉQUATIONS    DIOPH ANTIENNES 

DU    PREMIER    DEGRE 
ET    DES    SYSTÈMES    DE    TELLES    ÉQUATIONS 


184.  —  Dans  le  tliapiire  pii'cédeiil  les  noinbics  que  nous  con- 
sidcions  n'étaient  pas  forci'ment  entiers.  Ils  élaient  seulement 
rationnels  (').  Nous  revenons  maintenant  aux  nombres  entiers. 

Nous  avons  déjà  fait  l'étude  de  l'équation  dn  premier  dejjrc 
d'une  façon  complète  dans  le  cas  de  une  et  dans  le  cas  de  deux 
inconnues  (chapitre  i\).  Ce  sont  les  résultats  obtenus  que  nous 
allons  généraliser  pour  plus  de  deux  inconnues. 

La  méthode  pour  résoudre  l'équation  a  déjà  été  donnée 
(clinpilie  \).  Soit  l'équation 

(i,.T|  -t-  a^x.,  -h  ...  -J-  «„.(■„  =  /, 

a,,  )i2.  •••  rt„  n'étant  pas  tous  nuls. 

Nous  avons  vu  (n"'  151  et  152  (jnc  l'ctjiuilioii  e.tl  jinssilik- 
lorsi/iw  l)r«i,  II:,  ...  lin)  dirisc  l  el  iliins  ce  au  senlcmenl.  De  phi.t, 
la  .toliilion  i/i'-iK'rale  s'obltcnl  en  njonlniil  à  une  soliiliitu  pnrlicnUcir 
la  soliihaii  ijcucriile  île  l'cijualioii  prirée  ilc  seciniil  nienilav. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  étudier  la  solution  générale  â& 
l'équation  privée  de  second  membre,  c'est-à-dire  de  l'équation 
homogène 

n,xt  ~i-  a^Xj  -t-  ...  -h  a„x„  =  o. 

Nous  avons  vu  que  cette  équation  est  possible  et  tpie  les  expres- 
sions de  Xi,  Xj,  ...  Xn  sont  des  expressions  linéaires  et  homogènes 
de  (n —  r  entiers  indéterminés  ).,.  /j,    ...  ).„_,    dits   para  me  1res.. 

(')  D'ailleurs  nous  n'avons  pas  encore  iléOni  tl'aiilres  nombres. 
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Soit 


<^) 


.  a"i  —  ei|,iAi  -+-  ïi,2A-2  -f-  ...  +  cii,ii_i'ii_ii 

X„  =  9,,.i''i    -+-   ^,i.2''2  +   •••   ~l~  anwi— l^'ii— 1> 


cette  solution  générale.  Noii.s  savons  que  ces  formules  i"  donnent 
des  solutions  quand  on  donne  aux  paramètres  des  râleurs  entières; 
2°  les  dorment  toutes,  c'est-à-dire  qu'à  chaque  solution  correspond 
un  système  île  i^aleurs  des  À  ;  3"  ne  donnent  chacune  qu'une  fois, 
c'est-à-dire  qu'à  ctmqiu'  solntion  ne  correspond  qu'un  syslènu'  de 
valeurs  des  /., 

l'jii  parliculicf  un  nl)licnt  une  solution  particulière  en  faisant 
un  des),  égal  à  i  et  tons  les  autres  égaux  à  zéro.  On  a  ainsi  //  —  i 
solutions  particulières,  à  savoir 


185    Système  fondamental  de  solutions.  —  Soient 


Si,l  12,1  •.■    ■ï"»i 


?.,2  ?2,2 


i. 


te  t  . 

■»I.N— l        lin,  — 1      ...   -MijH— I   » 

;i  —  I  solutions  quelconques. 
Les  formules 

[    Xi  ^=  ;i,i).|    -+-   $1,2^2  "+"   ••■   ~t"   Cl,>l-l^)i-l. 

•w  •  •  ;  : 

X„  :=  :„,|Xi    +   ?n,2X2   -t-    ...   H-   ?n,ii-r'n— 1> 

(qui  sont  les  formules  (i)  où  on  a  remplacé  les  a  par  les  i)  donne- 
ront encore  des  solutions  de  Téquation  quand  on  \  donnera  aux 
}.  des  valeurs  entières  quelconques. 

Mais  donneront-elles,  comme  les  formules  (i),  toutes  les  so- 
lutions, chacune  une  fois  seulement. 

Si  oui,  le  système  des  ç  sera  dit  syslème/o/i(/aw<7(/(i/ de  so- 
Inlions.  Nous  avons  trouvé  un  tel   système,   le   système  des  a.   Il 
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s'agit,   iiiaiiitenani,  de  les    trouver  tous.   Four  cela,   nous  allons 
dcuionlrer  les  propriétés  suivantes  de  ces  systèmes. 

186.  'riii()iu';>u:.  —  Les  iléler/ninniils  du  tableau 


formé  par  un  système  foixlanieiilal  lie  solulions  ne  sont  jias  Ions 
nuls.  Car  s'ils  l'étaient,  les  formules  (2)  donneraient  la  solution 
(),  o,  ...,  0  poiu-  des  valeurs  des  ).  non  toutes  nulles.  Ces  valeurs, 
à  supposer  qu'elles  soient  fractionnaires,  en  Iburniraient  d'entières, 
car  elles  ne  sont  définies  qu'à  un  facteur  près.  Mais  comme  ces 
formules  donnent  aussi  la  solution  o,  o,  o  [lour 

À,  =  /.,  =  ...  =  >,„_!  ^=  o, 

il  en  résulterait  f|u'unc  même  solution  serait  fournie  par  plusieurs 
systèmes  de  valeurs  entières  des  ).,  ce  qui  est  contraire  à  la  défi- 
nition des  systèmes  fondamenlauv. 

Remarijue.  —  Les  formules  {•>)  déterminent  les  ).  connaissant 
les  X,  puisque  le  déterminant  des  £  est  dilfércnt  de  zéro.  Donc, 
non  seulement  une  solution  n'est  donnée  que  par  un  système  de 
valeurs  entières  des  paramètres,  mais  même  pai-  un  système  de 
valeurs  d'une  façon  absolue.  Par  conséquent,  des  valeurs  fraction- 
naires données  aux  ),  dans  ces  formules,  ne  peuvent  donner  des 
valeurs  entières  pour  les  x. 

187.  TuiiouÈME.  —  Soil  ç  un  syslème  fomlamental  de  solutions, 
soit  X  le  système  rju'on  en  déduit  par  les  formules  (2).  Pour  que  x 
soil  aussi  un  syslème  fondumenhil,  il  faul  et  il  suj'fil  tjue  le  déter- 
minant lies  /  suit  éijal  à  -\-  nu  à  —  1. 

1"  Celle  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  on  a 

(3)  ^uj  =  \i.i'^,J  +  ?„a2,y  +  ...  +  ;„„->>„-i,;(|^!l  [  l'  [][[",_,)■ 

Caiik>    —  Théorie  tles  nombres,  t.  I.  Ii 
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Mais,  on  a  aussi,    puisqiie   par  livpothèse  le  syslômc  ilcs  :c  est 
fiiiidaiiieiital 

(^)  :;j^.-r,-,,."i,/-+-x,-,ou,.,;-|-...+  x..„_,:^„_,.;(J2^  \l'  ""l_  , 

D'autre  part,  on  sait  in"  186)  que  les  iléteiminaiils  du   tableau 
lies  £  ne  sont  pas  tous  nuls.  l'ar  exemple,  le  clctoi-uiinant 

$...        ...    ?.„,-. 


?H— 1,1        -ï/I— I,»— 1 

est  (lilletenl  de  zéro. 

Si    dans    ce  déterminant    nous    renipla<.ons    les  £  par  les  va- 
leurs (  1).  on  voit  (pi'on  a  : 


(5) 


■■1.1  ...         tM-l   .1 


;-ll.l  ■•.     ,'^n— 1.1 


^-•1,1  ...     -T,,-,. 


l;H— 1     ...    ?ii— 1:11-1  ,'^l,>i  — 1    •■•     !-<ii— 1.11— I  •''"l.ii— 1      •••    ^n—i,n- 

M.iintenant,  reni[)la<;anl  les  x  par  leurs  valeurs  (.'î  ,  on  obtient 


.'■"l,!  •■.      !'ll-l,l 


!-^l  .11—1     . . .     I^ii— 1  .n—l 


X 


^1,1       •■•   ^1,11-1 


■-/<— 1  :1       •■•       :/l    ^1  ,11—1 


d  iiù.  puisipic  le  iléterniinant  des  £  n'est  pas  nul 


I  = 


.'^1,1  •■•     l-"!!^!,! 


'■11,11—1    ■..    .'il  — l.Il-l 


X 


.••     ^11— Il 


^•1,11—1         •■•       ''M— 1,11— 1 


Les  deux  déterminants  qui  lij,'urcnt  au  second  nienihre  de  rctle 
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•t'galité  étant  des  entiers,  et  leur  produit  élanl  égala  i,  cliacun 
<rcu\  est  égal  à    !    ou  à  —  i . 

•1"  Celle  condilion  csl  su fjhdiilf.  — Car  si  elle  est  remplie,  les 
<iquations  (3)  résolues  par  r,i[)[)orl  aux  r,  donnent 

îi.y  =^  —  \~j.l^i,\    ~l~    •••   ~H  ■^j,ii—\^i,n—l}j 

'Xi„i.  élaut  le  uiiiieiu-  de  ).;,;,  dans  le  déterminant  des  À.  (Le  second 
membre  de  la  formule  est  précédée  du  signe  -i-  ou  —  sui\ant  que 
ie  déterminant  des  ).  égale  -(-ou  —  i  ). 

Les  À  étant  entiers,  les  i  le  sont  aussi.  Donc,  toute  solution 
s'expriiuant  par  des  i'ouctions  homogènes  des  £  à  coefficieiils 
<^ntiers,  s'exprime  aussi  par  des  fonctions  liomogines  des  x  à  coef- 
licients  entiers.  L^'aillcurs,  une  solution  ne  s'obtient  qu'une  fois 
par  une  telle  l'ormule.  C'est-à-dire  que  si  l'on  a 

/i^'i,!  -+-  '2a",,2  +  ■••  -+-  '„-|.T,.„-i  =  mi.-(;,,i  -+-  mi,x,,i  -(- ...  4-  m„_,x,,„_, 
(/  =  I,  2,  ...  h), 

les  /  sont  identiques  aux  m.  En  effet,  ces  égalités  peuvent  s'écrire 

'i  —  '"l'-'f.M  -f- (.'j  — m.,)x,..-+-  ...  -+-(l„  —  »i„).Ti,„_,  =0, 
(/  =  I,  a,  ...  n). 

Si  l'on  prend  les  n  —  i  premières  de  ces  équations,  comme  le 
•déterminant  des  x  est  égal  au  déterminant  des  |  multiplié  par 
celui  des  À,  et  que  le  déterminant  des  £  n'est  pas  nul,  et  que  celui 
des  ).  est  égal  à  ±  i,  celui  des  ,/;  n'est  pas  nul.  Donc  ces  n  ■ —  i 
équations  donnent 

(,   /)!,   ^  /„  1112  =•••  =  ',!  —  "1,,  =  o, 

c'est-à-dire 

/,  =■;»,,  1^  =  m^,  ...  /„  =  m„. 

188.  Renhiri/w.  —  L'égalité  l'ô)  nous  donne  le  tliéorème 
suivant  : 

Les  ra/cars  nlisoliies  des  ilcleriiiinants  <la  lablrtin  furinc  jKir  un 
syslème  fondmncnlnl,  sonl  les  mânes  pour  hms  les  systèmes 
fniulumeiilaux. 

En  effet  nous  venons  de  voir  que  le  déterminant  des  'j.  est  égal 
à  -i-  ou  à  —  I . 


m 

Donc 
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îi,i 


?"-lil 


cl    la   môme    démonstration   .s'.i[ii)li(|uc   aux    ii    (It'teiniinants   dit 
tableau. 

D'ailleurs  ceci  sera  précisé  plus  loin  :  nous  donnerons  la  valeur 
de  ces  déterminants  (u  190). 


189.  TiiÉORiiME.  —  Puiir  (jii'un  système  de  ii  —  i  solutions  so!l 
Jondnmentdl  il  faut  et  il  suffit  que  les  délermiiKints  du  tidde(m  île 
CCS  solutions  soient  jireniiers  dons  leur  cnsenddi'  ('). 

1°  Cette  condition  est  nécessaire.  Il  sullit  de  démonln'i-  (|u'elle 
est  remplie  pour  un  système  i'ondaniental  tic  solutions  :  puisqu'on 
vient  de  voir  que  pour  tous  les  systèmes  fondamentaux  de  solu- 
tions, les  valeurs  absolues  des  déterminants  sont  les  mêmes. 

Nous  allons  donc  le  montrer  pour  le  système  de  solutions  qu'on 
a  obtenu  par  le  calcul  du  n"  151. 

(Je  calcul  consiste  en  cliangenients  successifs  d'inctumucs. 

Les  premières  inconnues  étant 


(6- 

les  secondes  sont 


**  1  '  Jï     •*'     ''/l—  l»    **H 


(7) 


Soi  l 


(8) 


■^M— I »'')I  — I  ' 


\  ^i    *^l)  *^Z   •^2» 


^\t\   •'^2M    •••    3'„, 


•^1»"— 1  '*■    ^ntit  —  i 


(»|  G.  FuŒuEMts.  —  J,  r.  u.  M.,  t.  SO  I  1*^^79  '  I>-   17'- 
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un  système  fondamental  de  solutions,  cela  veut  dire  que  : 

3^^  -=  X|,|  Al  -h  ...  -t-  Ji,ii_i  ',1—1 


•'"m— 1   ^11—1.1   'l    +    •■•    +  •'"il— l,n— I    ^n— !• 

3"„  =  T„,|  /(   -(-   ...  -1-  X,i,n—\   '-11— I 

Donc  les    valeurs   les  plus  générales   des   inconnues   (7)    sont 
■données  par  les  formules 

•r'i  =-ï'i,i  À,  -+-  .r,^2  1.  ■+-  ...  -h  a-|,„_,  >.„_, 
.ri  =.(%,,  )-,  ~  .v.,,2  li  ~  ...  -+-  a-i,„_i  À„_i 

•r„_|  :^-r„_i  I  '1 -H  •''11-1,2 ''2  ^- •••  H-  -^11— i,i!-i ''II— 1 

~i~'/yi-^i.ii—l +  •••+'/"— '•''"—  !>''-  l~î"-'^iin— ij^n— !• 

Cela  veut  dire  que  pour  l'équation  en  x',,  x\,  ...  x'^  le  syslème 
suivant  est  fondamental 

■'1,1      .'"2,1        •■•  •''„_i.i       '/i-*-'!'       -r- ■•• +7"— >•''"-'>'        ~!~  ^«il 

i'l,2         J".>,2  ■••    J",l_l,2  '/l-'"l,2  +  •.•  +  '7n-l^n-l,2  +  •i^.,,2 


(9)  ■' 

I ; ,•  • 

\  ^l,«— 1  ^2,11—1    •••  ^)i— i,n— 1  'Jl-^tiit—i  ~T- ..•  H- 7/1— r'^'n— i)a— 1      ■      ^^njn—i 

Or,  soient 

(10)  D.,  D,.  ...  D„-„  D„. 

les  déterminants  du  tableau  (8),  D/,  étant  celui  qu'on  obtient  par 
la  suppression  de  la  /(^""^  colonne.  On  voit  sans  peine  que  ceux  du 
tableau    9,  sont  : 

(n)  D,  +  (— 1)"  <y,Û„.  D,-h(— i)"-'  q^,,,  ...,  D„_,+7„^,D„.  D,.. 

Ensuite,  on  voit  immédiatement  que  si  les.  entiers  (11)  sont 
premiers  dans  leur  ensemble,  il  en  est  de  même  des  entiers  (  10). 

Ainsi  la  démonstration  du  théorème  annoncé  pour  l'équation 
proposée  se  trouve  ramenée  à  la  démonstration  du  même  théorème 
pour  l'équation  transformée.  On  est  donc  ramené,  de  proche  en 
proche,  à  la  démontrer  pour  la  dernière  équation.  Or,  celle-ci  ne 
contient  plus  qu'une  inconnue,  la  première  pour  fixer   les  idées, 


i(i6  TiiruRiE  m:s  >OMiiRES 

les  coefficients  de  tous  les  autres  étant  nuls,  c"esl-à-clii-o  (|u'eUe  est 
do  la  forme 

(/,(■     =  o. 


Lu  solution  uciiérale  est 


./•,  =  o 
a-j  —  /-i 

X:,  =  l. 


a-,,  =  '',.- 


(Pour  ne  pns  iiiultipiici-  les  notations,  nous  désignons  les 
inconnues  et  les  paramètres  relatifs  à  cette  équation,  par  les 
mêmes  notations  que  les  inc^nmies  et  les  paramètres  relatifs  à  la 
première  équation,  aucune  confusion  n'étant  possible. 

D'où  l'on  voit  qu'un  système  fondamental  de  solutions  est 


o     I     o  ...  o 
o    o     i   ...  o 


L'un  des  déterminants  de  ce  tableau  est  égal  à  i  les  autres  sont 
nuls),  donc  ces  déterminants  sont  premiers  dans  leur  ensemble. 

•A"  Ln  condition  est  sufjhimlc.  En  elTet  soit  (£l  un  système  de 
siilulions  fondamentales,  soit  {x)  un  système  de// —  i  , solutions 
iléduites  du  précédent  par  des  valeurs  des  paramètres  formant  un 
système  (À). 

On  voit  immédiatement  que  les  déterminants  du  tableau  des  ar 
sont  égaux  aux  déterminants  du  tableau  des  |,  multipliés  par  le 
déterminant  des  )..  Or  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déter- 
minants du  tableau  des  s  est  égal  à  i .  Donc  celui  des  détermi- 
nants du  tableau  des  ,r  est  égal  à  la  valeur  absolue  du  déterminant 
des  )..  Donc  si  ce  plus  grand  conmiun  diviseur  est  i,  le  détermi- 
nant des  /.  est  égal  à  h-  ou  à  —  i.  donc  le  système  des  z  est  fon- 
damental. 

190.    1  ULORÈ^iE.  —  Dans  l'i'ijnulidn 


LTUDi;    Dr.S    KOI  ATIONS    DIOIMI ANTIF.NNF.S    1)1      IMlKSlIKll    llKClu':       llij 

Ica  'IcIcfiiiiiKuils  (ircc  leurs  sl(jiics  du  iablcau  J'urinc  [lar  un  syxii'nie 
fiiiulamcnlal  de  solutions  sont  crjaux  à 

(.2) 


D  [«,,  a,.  ...  n„Y      D  [a,,  u.^,  ...  «„j  ' i)  [a,,  a^,  ...   a„\ 

élniil  ('■(jnl  à  -r  nu  à  —   i. 
Car  on  a 

'  n,.r,  ,       -H  flox.,,       -1-  ...  -I- a„a-„,,    =o 


'  «i-''i 


«n,-'"'i-'.-l  =  O. 


En  coiisidôinnl  ces  c''f|nnlions  comme  /;  —  i  ('qualioiis  liomri- 
gciies  en  a,,  <i^,  ...  n„,  on  voit  que  les  diUerminants  a\ec  leurs 
signes  du  tal)lp;m  îles  ./:.  sont  proporlionnels  à  a,,  n,,  ■■■  (in- 

Comme,  do  plus,  ils  sont  premiers  dans  leur  ensendjlc,  ils  ont 
bien  les  valeurs  (12)  (n"  133  . 

licmarr/ue.  —  Comme  vérilicatiou  el  comme  exercice,  le  lecteur 
peut  appliquer  les  résultats  précéilenls  au  cas  de  11  =  i!  et  cons- 
tater qu'il  retrouve  des  résultats  connus. 

191.  Etude  du  système  d'équations  diophantiennes  du 
premier  degré.  —  La  mctliode  pour  résoudre  un  tel  système  a 
déjà  élé  donnée  (n'  153). 

Soit  le  s\ slème 

((,,,./•,  -+-  a,.,.r.,   -h  ...  -^  a^,,,.!-,,  =  Z, 
a^.i.i-,  -+■  a.,,)-''-!   -+-  ...   -h  ai,i,Xi,  =  /^ 

fl,..i-''i  -1-  a,„-2-f2  -H  •••  -+-  ai,,„x„  —  II,. 

Je  suppose  ces  éf|uations  algébriquement  compatibles  el 
distinctes,  c'est-à-dire  (  n"  167)  que  /)  <  n  el  que  l'im  au  moins 
des  déterminants  du  tableau  des  a  est  dillérent  de  zéro. 

Nous  avons  vu  n°  154  que  lorsi/ue  la  .'tystcnu'  csl  possible,  la 
■solalion  (jénèrale  s'ohtienl  en  ajoutanl  à  une  solution  paiitculière,  la 
.solution  (jéncrale  du  système  sans  second  membre. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  étudier  la  solution  générale  du 
svslème  sans  seconds  mcmlires. 


i68  TiiLonii;   i)i:s  nomhues 

IVous  avons  vu  (n"  154)  fjue  ce  syslùme  est  possible,  et  que  les 
expressions  de  .<•,,  x.,,  ...  .'•„  sont  des  expressions  linéaires  et 
homogènes  jiar  lapporl  à  ii  — /)  entiers  iiulc'lenninûs  '■,,  ^i,  ...  '■„_,,, 
dits  paianièties. 

l    -I"!    =    'l.l    "''1     ■+-    ■■•    +    »l,H-f   '■■.-,■ 

(:3) 


i 

f  .(■„  =  ï,,,,  /,  ^-  ...  -f-  »„,„_ 


p  'ii-j)' 


Nous  savons  que  ces  Inininles 

i"  tloaneiit  des  solutions  pour  des  valeurs  entières  des  )., 

■1°  les  donnent  toutes, 

.'î^  ne  donnent  chacune  qu'une  fois. 

En  particulier  on  obtient  une  solution  [larliculièrc  en  faisant  un 
des  X  égal  à  t  et  tous  les  autres  égaux  à  zéro.  On  a  ainsi  //  —  /) 
solutions  parliculicrcs  ;  à  sa\oir  : 

i  'i.i        «j.i       •••  '.1,1 

'     ^1,(1— /»     ^2,JI^J>     •*•    '»l,»l— /»• 

Systhiic  fiindimcnliil  de  saliilions.  —  Se  délinit  connue  pour 
une  équation.  En  avant  un,  par  exem[)le  le  système  (l 'i).  tous  les 
autres  s'obtiennent  par  les  formules  (i, '5)  les  X  étant  tels  que  leur 
déterminant  soit  égal  à  4-  ou  à  —  i . 

192.  TiucoRTon:.  —  f.ex  r/ilears  nhsdlues  des  de  1er  minants  du 
lnhletia  fiiriné  par  an  syslrnie  fomlamciital  sont  les  nn'nies  pour 
Ions  les  systèmes  fondanienlaux.  Se  démontre  comme  pour  une 
équation.  Se  Imnxc  précisé  au  n°  194. 

193.  'rMi':(mi;\M;.  —  l'onr  ijii'nn  système  de  n  —  p  S(diillons  soll 
fondamental,  il  faut  et  il  snffil  ijnc  les  déterminants  dn  tnlilean  de 
ees  solutions  soient  premiers  ilmis  leur  ensemlilc  {'). 

1"  La  condition  est  nécessaire.  Il  suflit  <le  1(!  démonircr  pour  un 

(')  G.  FniTUEMts.  —  J.  r.  n.  M.,  t.  8()    187g).  p.   171. 
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système  de  solutions,  par  exemple  pour  celui  qu'on  obtient  par  le 
calcul  (lu  n"  155,  et  Ton  voit  comme  pour  une  équalion  qu'il 
suffit  de  le  démonlrer  pour  le  système  transformé  auquel  on 
aboutit  finalement.  Ce  dernier  est  de  la  forme 

a,^,.r,  =o 

02.|.r,  -t-  a>,,r,  =  o 


",,,1^1  -i- "pjO.Tj -)-  ...  -f-  aj,,j,x,,  ;=  o. 


La  solution  générale  est 


^i        =0 

Xj,  =  o 
Xp  ^  I  ^  /  I 
T     ■        =   À 

.*   D— *     '-.1 


H — p» 


Ln  système  fondamenlal  de  solutions  est 
n  —  /)  colonnes 


o 

o 

o      ., 

..     o  f 

0 

o 

o      . 

lignes 

o 

o 

o      . 

-     o) 

I 

o 

o      ., 

•    ■  \ 

o 

' 

o      . 

—  p  lignes, 

o 

o 

o     . 

.-  .) 

L'un  des  déterminants  de  ce  tableau  est  égal  à  i,  etc. 

■2"  La  condition  est  suffisante.  Comme  pour  une  équalion. 

194.  ïnÉouÈME.  —  Les  fléterminants  arec  leurs  siijnes  du 
(alileaii  forme'  par  un  .système  fondamental  de  .solutions,  sont 
i'tjaiuc  respectiremenl  aux  déteriniihints  complémentaires  sans  leurs 
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.<ti;/nes    ilii    Ifihifdu    îles  coefficients,   divisés   pur    leur  plus  (jramJ 
CDininiiii  iliriseiir,  ou  à  ers  rapports  tous  etiaiitiés  tic  siijne. 

Soil  (.<■    lin  système  foiidamciilal  de  solutimis.  (  )ii  a  les  n  (n  — p) 


égalités 


W'=  '.  '.  •••  /' 
//.=  I.  3,  ...{n  —  p). 

11  on  rôsullé  (n"  178  f|iip  los  dôlerminants  avec  leurs  signes  du 
tableau  des  x  sont  pro[)orlionnels  aux  déteiniinants  complémen- 
taires sans  leurs  signes  du  talileau  des  a.  Mais  d'ailleurs  les  déter- 
iiiiiianls  du  lahleaii  des  ./•  sont  |uemieis  dans  leur  ensemble. 
Donc,  elc. 

195.  —  Reslc  à  Imuvcipour  les  systèmes  le  tiiéorènie  analogue 
de  celui  du  n'  151  pour  une  équation.  Quelle  est  la  coudilifin 
nécessaire  et  suKisanle  pour  quun  système  soit  possible? 

Nous  savons  (pi'un  svstème  d'équations  homogènes  est  toujoui's 
possible,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  d'un  svsiènie  d'équations 
avec  seconds  membres. 

Tni'xiai-.MP:.  —  Pour  ipiun  système  il'riiuntions  linéuires  iliophan- 
tieniies  nli/cbritiuemeiil  compatibles  et  ilislinctcs  adnwlle  des  solu- 
tions, il  faut  et  il  suffit  (jiie  le  plus  (jrtind  commun  diviseur  des 
déterminants  ilu  laldeau  des  coefficients  divise  tous  les  déterminants 
déduits  des  précédents  en  y  remplaçant  successivement  ctioijiic 
adonne  pur  la  colonne  des  ternies  Imit  connus  ('). 

Exemple.  —  Pour  (pic  le  s\stènic 


rt.T 

ax 


h  Y     h  c:    =  d 
fcv  -H  ,.':  =  (/' 


soit  possible,  il  faut  et  il  siifllt  (pu-  le  |)lus  ^r.uui  coiiiinuii  divisciu-  de 


a   h 

a  c 

b  c 

a'  b 

' 

u   c 

1 

b   c' 

I ')  J.  IlEciEn.  —  l)enl;srluiflen.  il.    Kais.   Àlaiil.   d.   \1  issi-nsc/i.    Malltem.  Na- 
larwisscnscli.  Ktussf,  t.  i.'i  (iS58),  11,  p.  i. 
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a  d 

h  d 

c  d 

a'  d' 

t 

h'  d' 

' 

c'd- 

Aulre  énonce.  —  l'osons  la  définition  suivanic  : 

Soit  un  système  d'équations  linéaires  à  coellicients  entiers, 
indépendantes.  Nous  ap[)elerons  modale  de  ce  système /c/)/h.ï  r/rand 
commun  diviseur  des  délerminanls  du  tableau  de  ses  coefficients  ('). 

Dans  un  système  d'équntions  non  indépendantes  nous  dirons 
que  le  module  est  nul.  Ainsi  pour  les  systèmes  à  coeflicienis 
entiers  les  deu\  expressions  <<  système  d'équations  indépen- 
dantes »  et  (1  système  à  module  différent  île  :éro  »  sont  équiva- 
lentes. 

Nous  cni])loierons  aussi  l'expression  «  module  d'un  tableau 
(pour  les  tableaux  à  éléments  entiers)  ».  En  supposent  i"  que  la 
hauteur  p  du  tableau  est  intérieure  ou  égale  à  sa  largeur;  9."  que 
les  délerminanls  do  eu  tableau  ne  soient  pas  tous  nuls;  nous  ap- 
pelons module  du  tableau,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
déterminants  d'ordre  p.  Si  la  hauteur  du  tableau  est  supérieure  à 
sa  largeur,  ou  si  les  déterminants  d'ordre  p  sont  tous  nuls,  nous 
dirons  que  le  module  est  nul  (-). 

Le  module  d'un  système  n'est  autre  chose  que  le  module  des 
coefficients  des  inconnues  dans  ce  système.  Ceci  posé  le  théorème 
d'IIéger,  peut  s'énoncer  comme  suit  : 

l'iiur  iju'nn  système  d'équations  d'iophantiennes  linéaires  à 
module  non  nul,  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  module  du 
tableau  des  coefficients  soit  éqal  à  celui  de  ce  même  tableau 
complété  par  les  termes  tout  roniius. 

Pour  le  démontrer  nous  considérons  de  nouveau  la  méthode 
du  n°  155  et  nous  allons  d'abord  montrer  que  les  modules  dont 
parle  l'énoncé  ne  changent  pas,  quand  on  fait  sur  les  inconnues 
les  changements  indiqués  dans  cette  méthode. 


(')  Le  nombre  d'équations  étant  désigné  par  p,  tous  ces  délerminanls  sont 
d'ordre  /*,  puisque  les  équations  sont  indépendantes. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  p,  le  module 
du  système  n'est  autre  que  la  valeur  absolue  de  son  déterminant. 

(-)  Remarquer  que  les  lignes  et  les  colonnes  ne  jouenl  pas  le  même  rôle 
dans  celle  définition    voir  n°  371;. 


172  iiiiconiE  nrs  NOMimr.s 

Soit  le  syslème 

a,, .a-,  -+-  ...  +  ai,„3-„  =  /, 


"j/,!'''!    +    •■•    ^i^  "(..11-' Il  ')> 


"„.„a-„=:  / 
et  le  changement  d  inconnue!- 


<c\  =  a-,,  ...  a-;,_i  =  x„  .,,  ./•;,  =  <y,.T|  +  q.,x.,  -\-  ...  -+-  7„_,.r„_|  -|-  .v„ 

Pour  siniplilier  nous  remarrjnons  que  ce  chaiigenicnl  piMit  se 
faire  en  plusieurs  lois.  On  peut  d'abord  inlroduire  au  lieu  de  l'in- 
connue x„,  l'inconnue  .'•„  ^-^  (/..r,  -t-  x„,  puis  au  lieu  de  celle-ci 
l'inconnue  'j^x^  -+-  x„  cl  ainsi  do  suite.  Nous  allons  montrer  que 
les  deux  modules  dont  parle  l'énoncé  ne  changent  pas,  quand  on 
l'ait  l'tm  de  cc>  chanirements.  Considérons  par  exemple  le  premier 
ciiangenienl,  il  donne  naissance  au  nouveau  système 

(,«1.1    —    '/l"l,,i)  -Tl    -+-   Ol.i.''-2  +   ...    '•  ■   Olwr'«   =^   Il 

(a,,.!  —  71",.,..)  •'■1    1-  n^,,iX.,  -H  ...  4-  a,,.„./-„  =  /„. 

Faisons  la  démonslraliou  pour  les  laideaux  non  complétés.  Klle 
est  évidemment  la  même  pour  les  tableaux  complétés.  Le  premier 
tableau  est 

"1,1      «i.s  ..■  «I,.l 

"S)  

le  second  est 

«1,1  —  7iai,»    «i:J  ■••  "1," 

a,,A  —  7iO,,,,i    n,,^.  ...  ii,,,„. 

Les  deux  tableaux  ne  <liirèrent  que  par  leur  première  colonne. 

Dans  les  détermiiianl>  du  premier  tableau  on  peut  distinguer 
r  ceux  qui  ne  contiennent  ni  la  première  ni  la  dernière  colonne 
aj)pelons-les 

1).  I)  ,  ly, ... 
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•.>°  ceux  qui    ne  conliennent  pas  la  [Jiemière  colonne,  mais  qui 
contiennent  la  dernière,  appelons-les 

E,  E',  E",  .  . 

.'V'  ceux  qui  conliennent  la  première  colonne  mais  non  la  dernière, 
appelons-les 

F   F'    F' 

/l"  enfin  ceux  qui  contiennent  la  première  et  la  tlernière  colonne, 
npjicloiis  les 

G,  G,  G',... 

Les  déterminants  qui  occupent  la  même  place  dans  le 
second  tableau  sont  respectivement  : 

I),  D',  D  ,  ... 
E,  E',  E',  ... 

F  —  I  —  i)"-i  ,i,V.,     V  —  (—  1  V'~'  Iv,     F   —  (—  iV>-'  E",  ... 
G,  G,  G'.  ... 

On  est  donc  ramené  à  démontrer  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  entiers 

D,  D',  ...  E,  E',  ...  F  -  (—  i)"-'  E,  F  —  (—  i)"-'  E  , ...,  (i,  (i  , ... 

est  le  même  ipie  le  plus  grand  commun  diviseur  des  entiers 

D,  D',  ...  E,  E,  ...  F.  F',  ...  G,  G',  ... 

ce  qui  est  facile. 

Ceci  posé,  pour  démontrer  le  théorème  annoncé  il  sullit  donc 
de  le  démontrer  pour  le  svstème  transformé  auquel  on  aboutit 

fli.i-''!  -+-       Oi%  -r-  O.i-j  -t-  -+-  0X„  =  /, 

<'),->-''i  -+-  cii.,x.,  -+-  oxj  -t-  -I-  o.r„  =  i, 

a„,f>\  +  a,„.x.,  -i-  ...  -t-  a,„,,x,,  -h  ...  +  o./-„  =  l,,. 

(Pour  simplifier  les  notations  je  désigne  les  coefficients  de  ce 
système  par  des  lettres  «  et  les  inconnues  par  des  letlrcs  ./•,  mais 
ce  ne  sont  pas  les  mêmes  que  dans  le  système  primitif.  Quant  aux 
seconds  membres,  ce  sont  les  mêmes. 


17'» 
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On  a  iraillenrs  c/|.|rt,, ,  ...  /(j,,|,  ;zi  o  puisque  par  li\|)olliôse  les 
éqnalions  (loimrcs  snnl  alfrél)iiqnemenl  incl(''pendaiiles. 
Le  seul  détciMiinanl  non  nul  iln  lahicau  du  système  esl 


"  I  ,  j     <-•    o 
n.  .,  (7. ,..  o 


appelons-le  I),  c'osl  le  jiliis  ^land  conuuun  (il\iseur  des  ilétcrini- 
nanls  de  ce  tableau. 

Les  dctciniinanls  udu  luils  ilii  tableau  coniplclé  sont  d'abord 
D  et  ensuite  les  déterminants  déduits  de  D  en  y  remplaçiint  suc- 
cessivement la  première,  la  seconde,  ...  colonne  par  la  colonne 
des  o,  appelons-les  L),,  1)^  ...  D,,. 

Or  les  foruudes  de  Cramer  donnent 


D, 

1) 


.r, 


D 


1>. 
D 


Donc  la  condition  nécessaire  et  sul'lisanle  pour  ijue  le  système 
soit  possible  esl  ipic  1)  divise  l)| ,  D  ,  ...  1  ), ,  ce  qui  dcniontre  le 
théorème. 

Cas  particulier.  —  Si  le  module  du  laiilean  des  coeflicients 
est  I,  le  système  est  |iossible  quels  que  soient  les  seconds  membres. 

196.  —  On  a  sup[)iisé  (jno  les  équations  données  sont  algébri- 
quement compatibles  et  distinctes.  Ne  faisons  plus  cette  restric- 
tion. Pour  avoir  alors  la  condition  de  possibilité  du  système,  il 
laut  condiiner  la  condition  précédente  avec  celle  du  n"  168. 

On  obtient  ainsi  le  thé(nème  suivant  |'). 

l'iinr  i/ii'nn  syslhiir  d'ri/witioii.t  llnritircs  diophanlienncs  suit 
possible,  il  fani  cl  II  suffit  que  son  Idhlmu  cl  sou  lahlcau  coniplêlé 
aient  nu'ine  niu'/  r  cl  que  leurx  délcrminanls  d'ordre  r  uienl  le 
mcmc  plus  qriind  nminiun  diriseur. 

Pour  y  arriver,  généralisons  d'abord  la  démonstration  par 
laquelle  on  voit  que  les  déterminants  des  tableaux  (  i."))  et  (i(i)  ont 
même  plus  grand  couuiinn  divisenr. 


(')  Fnni:nEMrs.  —  J.  r.  a.  .1/.,  l.  80  '1879),  p.   171. 
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On  démontre  sans  peine  que  leurs  dctcrminanls  d'ordre  />■ 
ont  même  plus  grand  commun  diviseur,  /.•  étant  un  entier  quel- 
conque, mais  non  su|)crieur  au  rang  r  des  taljleaux. 

il  siillll  maintenant  de  démontrer  le  tliéorèinc  pour  le  svstènie 
transformé.  Il  est  delà  forme 

«l,l-'"l  H-OXj  -I-    ...     4-    OJ",.         -h    OXV-l    -I- ... -f-OJ-„= /, 


('7) 


avec 


<lr,ia"|    -f-  arjja-.,     -t-    ...     -h    Ur^r^r     "r    OX^j.!    -y- ...  -h  OJ',,  =■  I ,■ 


a,,.i'i  -T- a     ,x,  -+-   ...    -h  a     X,  -+-  ojv^,   -i- . . .  +  GJL.i  =  / 


p 


...  a,.,,.  ;zf  o. 


La  première  condition  énoncéeest  nécessaire  pour  que  le  système 
soitalgébriquementpossibleet  la  seconde  pour  que  le  système  des  r 
premières  équations  du  système  (17)  soit  possible  en  nombres 
entiers.  Réciproquement  si  ces  conditions  sont  remplies,  le  svstème 
(17)  se  déduit  à  celui  des  /•  premières  équations,  le(;[uel  est  possible 
en  nombres  entiers. 

197.  Résolution  géométrique  d  une  équation  diophan- 
tienne  du  premier  degré  à  trois  inconnues  —  Nous  allons, 
pour  une  équaliou  dlophantienne  à  trois  inconn'ies,  faire  ce  que  nous 
avons  fait  aux  n°'  148  et  suivants  pour  une  équation  à  deux.  Il  nous 
faudra  pour  cela  considérer  des  réseaux  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions, ^lais  avant  cela,  nous  devons  encore  donner  quelques  résultats 
relatifs  aux  réseaux  à  deux  dimeasions. 

Parallélogrammes  éléincnlairt's  dans  un  réseaa  à  deux  dimensions.  — 
Nous  savons  déjà  ce  que  c'est  qu'un  parallélogramme  élémentaire  d'un 
réseau  (n"  146).  Un  réseau  étant  donné,  il  a  une  infinité  de  parallé- 
logrammes élémentaires.  Il  est  évident  d'abord  que,  connaissant  un 
parallélogramme  élémentaire  du  réseau  ABCD,  on  eu  obtient  un  autre 
par  une  translation  parallèle  à  AB  et  égale  à  nAB,  puis  par  une  autr« 
parallèle  à  AD  à  /i  D  ;  n,  n   étant  des  entiers  positifs  négatifs  ou   nuls. 

(Avec  les  notations  vectorielles,  on  dira  une  translation  égale  à 
nAB  -+-  nAD).) 

ilais  ce  ne  sont  pas  loas  les  parallélogrammes  élémentaires  qu'on 
obtient  ainsi,  comme  nous  allons  le  voir  tout  à  l'heure. 
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198.  Béseau  contenu  dans  un  autre.  —  Soient  .\.  H.  C,  D, 
ijualre  points  quelconques  d'un  réseau  l'ormanl  un  paiiillélogiamme. 
Il  est  évident  que  si  sur  .\BC.D  comme  parallélogramme  élémentaire, 
on  hâtit  un  nouveau  réseau,  lous  les  points  de  ce  nouveau  réseau 
appartiennent  au  premier.  On  dira  qu'il  \  est  contenu.  11  peut 
d'ailleurs  arriver  qu'il  coïncide  avec  lui.  La  condition  nécessaire  et 
sullisantc  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  est  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

TiiiioiiÈME.  —  La  coiidilion  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'un  panil- 
lélugramnie  ayant  pour  sonimels  rjuntre  points  (Vun  réseau  soit  élémentaire, 
est  qu'il  ne  contienne  pas  d'antre  point  dn  réseau  à  son  intérieur  ou  sur  son 
l'onlour. 
.    Ce  théorème  est  évident. 

199.  Tiii;onï:ME.  —  Les  surfaces  de  tous  les  partdléloijranunes  élémen- 
taires sont  éijales. 

Car  en  prenant  pour  unité  la  surface  de  celui  cpii  a  servi  à  construire 
le  réseau,  la  surface  de  tout  autre  est  égal  à  1,  d'après  le  liiéorème 
précédent  et  celui  ilu  n    149. 

200.  Trouver  tous  les  parallélogrammes  élémentaires 
d'un  réseau.  —  ' 'n  joiul  ih^ux  points  du  réseau  \,  l>,  tels  ipie  sur 
AI!  entre  .\  et  I!  il  n'v  en  ait  pas  d'aulre.  linsuile.  on  mène  la  pa- 
rallèle à  AB  la  [)lus  ra[)procliée  possihle  de  .\ll,  d'un  coté  où  de  l'autre, 
de  façon  qu'elle  passe  par  un,  et  par  suite  par  une  infinité  de  points 
du  réseau.  On  prend  deux  de  ces  points  qui  soient  consécutifs  :  C,  D; 
le  parallélofiramme  XUCD  est  élémentaire.  En  clYcÀ,  U  ne  contient  au- 
cun point  du  réseau  à  son  iutéiieur.  D'ailleurs,  tout  parallélogranunc 
élémentaire  peut  être  obtenu  de  celte  façon. 

201.  Représentation  d'un  système  de  trois  entiers.  — 
Il  suffit  de  tracer  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  dans  l'espace 
cl  de  représenter  le  système  des  trois  entiers  n.  h,  c,  par  le  point  de 
coordonnées  a,  b,  c.  L'ensemble  des  points  à  coordonnées  entières 
forme  un  réseau  cuhiipie  que  nous  appellerons  \\.  Les  diviseurs  com- 
muns à  trois  entiers  o,  h.  c,  s'obtiennent  d'une  façon  analogue  à  celle 
qu'on  a  développée  au  n"  147  dans  le  cas  de  deux  entiers. 

202.  Réseau  à  trois  dimensions.  —  En  général,  on  appelle 
réseau  à  trois  dimensions  fcEiscinlilo  des  points  obtenus  en  menant 
trois  séries  de  plans  parallèles  équidistanls  (tels  que  les  jilans  de  deux 
séries  dilTérentes   ne  soient   pas   parallèles  entre  eux,  et  que  les  plans 
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d'une  série  ne  soient  pas  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des  plans 
des  deux  autres  i. 

L'un  quelcon(|ue  des  parallélépipèdes  formé  par  trois  couples  de 
plans  consécutifs  dans  cliocune  des  séries,  s'appelle  élémentaire. 

Le  réseau  est  dit  culnriue.  lorsque  ce  parallélépipède  est  un  cube. 
C'est  le  cas  examiné  plus  haut. 

La  défînition  des  points  coiigruenls  et  des  ligures  congruentes,  se  (ait 
comme  au  n    149. 

203.  TnKouKME.  —  Soil  un  parallélèpiphle  ayant  pour  sommets  huit 
points  conyruenls  du  réseau.  Le  volun.e  de  ce  parallélépipède,  si  l'on  prend 
convne  unité  le  volume  du  parallélépipède  élémentaire,  est  mesuré  par  le 
nombre  de  points  du  réseau  iju'il  contient.  Par  points  du  réseau  que  le  pa- 
rallélépipède contient,  nous  entendons  : 

1"  Les  points  qui  sont  à  son  intérieur: 

i"  Les  points  situés  sur  ses  faces,  comptés  chacun  pour  -  ; 
3°  Les  points  situés  sur  ses  arêtes,  comptés  chacun  pour     ', 

4°  Les  points  ipn  sont  en  ses  sommets,  comptés  chacun  pour  , . 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  du 
théorème  du  n"  149. 

204.  TniroRKMc.  —  l  ne  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  <  u'nn 
parallélépipède  ayant  pour  sommets  huit  points  du  réseau  :oit  élénentaire 
est  qu'il  ne  contienne  pas  de  points  du  réseau  à  son  intérieur,  ni  sur  sa 
surface,  ni  sur  ses  arêtes. 

.\nalogue  du  théorème  du  n"  198. 

205.  I  iu:oiu:me.  —  Les  volumes  de  tous  les  parallélépipèdes  élémen- 
taires, sont  égau.r. 

Analogue  du  théorème  du  n    199. 

206.  PuoisLLME.  —  Trouver  tous  les  parallélépipèdes  élémentaires  d'un 
réseau. 

Solution  analogue  à  celle  du  n   200. 

207.  Résolution  géométrique  de  ax  H-  by  -i-  cz  ^^^  o.  —  Nous 
considérons  le  réseau  cubique  du  n"  201,  soil  U  ('). 

(')  Ce  réseau  n'est  pas  dessiné  sur  la  Ggure  5. 

Cauen.  —  Théorie  des  nombres,  t.  I.  ta 
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Nous  supposons  n.  b.  c,  proniiois  ilniis  leur  ensemble.  Soil  I  le  point 
(a.  /',  c)  (lig.  y).  Il  n'y  a  pas  de  point  dn  iése;iu  \\  sui-  Ol  cnlrc  O  et  I. 
II  faut  construire  le  plan  (  P)).  dont  IV-qualion  est  ax  -h  Ity  —  /•;  =  o, 
et  déterminer  les  points  du  réseau  II  par  lesquels  il  passe.  Ce  plan  est 
le  plan  yierpeiidiculaire  à  01  menée  par  0. 

S.iil  ,1  In  projection  de  I  sur  vO;  ;  la  trace  du  plan  ((Pi)  sur  vO;  est 
peipcndiculaire  à  OJ.  Elle  passe  donc  par  11'  point    K,   ohleiin    en    l'ai- 

sanl  laire  à  J  une  rotation  de  "  anlonr  de   ()   dans    le   plan    \(l:     voir 
n»  148). 


Fis    5. 


(In  Irouvcdc  mèm<'  un  pi>inl  K    du  réseau  sm  la  tiace  du  ])laii  ((P) 
sur  ;C).'',  et  un  point  l\    sur  la  trace  du  plan  sur  .ïOv. 

l.cs  points  k,  K',  K  étant,  l'un  dans  le  ])lan  v(  ):.  l'autre  dans  le 
plan  :().T,  le  troisième  dans  le  plan  'pOy  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
avec  le  point  0.  Supposons,  par  exemple  ipie  K  et  K  ne  soient  pas  en 
lii;ne  droite  avec  0. 

Si  sur  ()l\  et  OK  on  construit  nn  parallélogramme  OK  I.K',  puis 
sur  ce  ijarallélogrannne  un  réseau  S  à  deux  dimensions,  il  est  évident 
(jue  (oTis  les  points  de  ce  réseau  donnent  des  solutions  de  ré(]uation. 

Mainteiiaiil.  SI  à  l'intériem- de  t  IK  I,K  jl  n'v  a  pas  de  pomi  dn  ri'seau, 
il  n'v  en  a  pas  non  plus  dans  tout  autre  [)arallélogranime  élémentaire 
tle  S,  et  |)ar  consétjuent,  les  points  de  S  constituent  tontes  les  solutions. 
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Si  à  l'iiilùiieur  de  UlvLK'  il  }■  a  un  poiul  du  K-scau  U,  soit  M,  on 
remplacera  le  parallélograratne  OlvLk  pai  <'l\\\l.  jccjncl  a  une  sur- 
lace  plus  pelile  ipuis(pi"il  a  moine  base  et  une  liauleur  plus  pelile).  et 
par  cous('r]uent  coulieiil  moins  de  points  du  roseau  H  à  son  inloricur. 
(  l!n  l'Ilot,  en  projetant  sur  xi)y,  les  surl'acos  dos  projections,  ipii  sont 
proportiounelles  aux  suilacos  olles-niôiuos,  sont  égales  à  ces  nombres 
de  points.)  Cela  ne  peut  coulinuor  indôlininionl:  donc  on  arrive  à  un 
parallélogramme,  soit  OKNM  tel  que  si  l'on  construit  sur  ce  parallé- 
logramme un  réseau  r.  les  points  de  ce  réseau  donnent  toutes  les  so- 
lutions de  l'équation. 

Les  deux  solutions  correspondantes  aux  points  K.  M.  seront  dits 
Ibrnier  un  svstcnie  fondamental  de  solutions. 

D'une  façon  générale,  on  appellera  ainsi  deux  solutions  correspon- 
dant à  deux  points,  tels  qu'en  construisant  le  parallélogramme  avant 
ces  deux  points  et  l'origine  comme  sommets,  ])uis  un  réseau  sur  ce 
parallélogramme  les  points  de  ce  réseau  donnent  toutes  les  solutions. 

Ou  voit  qu'on  a  les  solutions  fondamentales  en  prenant  les  parallé- 
logrammes élémentaires  du  réseau  r. 

On  voit  que  la  surface  du  parallélograninie  construit  avec  un  sys- 
ti'ino  fondamental  de  solutions,  est  la  mémo  pour  tous  les  systèmes 
fondamentaux. 

Démontrons  qu'elle  est  égale  à  01.  ;Si  a,  h.  c.  u'olaiont  pas,  comme 
on  l'a  supposé,  premiers  dans  leur  ensemble,  cette  surface  serait  égale 

,  "1         \ 

"  D(a,  6.  c)j- 

En  elTet,  évaluons  de  deux  façons  le  volume  du  parallélépipède  droit 
avant  pour  base  le  parallélogramme  élémentaire  OKNM.  et  pour 
hauteur  01. 

D'une  part  c'est  S  X  01.  en  appelant  S  la  surface  cliercliée  ;  d'autre 
part,  c'est  le  nomI)re  de  points  du  réseau  R  contenus  dans  ce  parallé- 
lépipède   n"  203),  soit  ».  Donc  : 

S—   " 
^  —  01 

Evaluons  donc  ».  Or,  si  un  plan  couicidant  d'abord  avec  OkNM  se 
déplace   parallèlement  à   lui-mome  jusqu'à  passer  par  A,  son  équation 

est 

ax  -\-  h  y  -\-  c:  ^  Z, 

ô  variant  de  O  à  a-  —  ?>-  -+-  c-  ou  01    . 

Or,  0  passe  par  une  valeur  entière  clia(|uc  fois  que  le  plan  passe  par 
un  point  du  réseau  contenu  dans  le  parallélépipède. 
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Il  ne  jKisse  d'aillcnirs  jaiii.iis  par  deux  à  la  lois,  car  la  section  qii  11  lail 
«laiis  le  |iai-allélépidî"<lc,  a  Ion  jours  une  surface  égale  à  celle  de  OMkN 
et  pas  do  points  du  réseau  H  sur  son  contour. 

Donc  : 

n  <  Of . 

Donc  : 

S  <  01. 

Déninnirons  niainlonant  (pie  S  —  ()I.  (Traduction  géoinéli  i(pie  de 
l'énoncé  du  n  190.)  Car,  soit  pour  un  instant  S  <;  01.  Prenons  sur 
le  segment  01  un  scguienl  01'  =  S.  Alors,  les  projections  de  S  sur 
les  trois  plans  de  coordonnées  seraient  égales  aux  cooidonnées  de  1'. 
D'ailleurs,  elles  sont  évidemment  égales  à  des  nombres  entiers.  11  v 
aurait  donc  sur  ()1,  entre  O  et  1  un  point  1'  dont  les  coordonnées  se- 
raient entières;  ce  qui  est  contraire  à  l'Iivpotlièse. 

208.  Résolution  géométrique  de  l'équation  ax  '■  liv  H  c:  il. 
—  La  résolution  de  celte  équation  et  .sa  discussion,  se  font  d'une  façon 
analogue  à  celle  dont  se  font  celles  de  l'équation  a:r  t  ''v  ^=  c 
(n"  150). 

209.  Formation  des  déterminants  égaux  à  rt   i .    —   Nous 

avons  \u  plus  haut  cuniuicnt  i>n  Iciiinc  les  s\sl(''uics  Ibiulauientaux 
de  solutions  d'une  équation  ou  d'un  système.  On  eu  fonno  un  a), 
puis  on  en  déduit  tous  les  autres  par  les  formules  (ij  ou  (lo),  le 
déterminant  des  ).  étant  égal  à  d-  i .  Si  donc  on  veut  former  tous  ('  ) 
les  SYslèmes  fondamentaux,  il  faut  former  tous  les  déterminants 
égaux  à  r+r  1 .  'J'el  est  le  prulilènu'  aucpicl  nous  sommes  amenés  : 
Pkoiii.î.me.  —  Former,  arec  des  ricmciils  cnliers.  Ions  1rs  dr- 
Icrtiii/iiinls  d'ordre  ii,  qui  son I  ct/oax  n  rh  i    ■  . 

210  1"' Méthode.  —  (  hi  considérera  tous  les  déterminants 
d'onirc  /(  dont  les  éléments  ne  dé[)asscnt  pas  en  valeur  absolue  un 
entier  positif  M,  cl  on  ne  gardera  que  ceux  qui  répondent  à  la 
question. 

(')  Pour  l)icn  comprciidre  le  sens  du  mot  »  tous  »  dans  cette  jilirasc,  >oir 
le  II»  110. 

(-  IIiuMiTK. —  ./.  m.  p.  a.,  \IV  (i)  (iSig),  p.  3i  =  Œuvres,  t.  1.  p.  2(i.'i. 
Pour  II  =  3,  résolu  déjà  par  Lisensteix,  J.  r.  n.  M..  28  (i8i'i/i;,  p.  327. 
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Le  nombre  des  déleriiiinants  à  considérer  par  celle  mélliode, 
est  20)  -i-  I)"-.  Four  w  =  5.  n  ^-^  o,  c'est  déjà  •i.'îôjfi'ijlHji,  ce 
(jiii  rend  la  niétliode  iin[)ralical>!e. 

A  priiiri,  d'ailleurs,  ou  ne  sait  pas  si  Ton  trouvera  des  solutions. 
Mais  on  peut  le  voir  de  la  ra(;on  suivante.  Il  y  a  une  solution 
évidente  :  à  savoir,  le  déterminant  dont  les  éléments  de  la  dia- 
gonale principale  sont  égaux  à  i ,  et  les  autres  égaux  à  o.  Si,  par- 
tant de  ce  déterminant,  on  ajoute  entre  elles  des  lignes  ou  des  co- 
lonnes, ou  si  l'on  intervertit  deux  lignes  ou  doux  colonnes,  on 
en  forme  il'aulros  toujours  égaux  à  ±  i  lliéorèmes  I  et  ^  1  du 
n"  162t.  Mais  peut-on  a\oir  ainsi  toutes  les  solutions?  (\oir 
n  ■  212. 

211.  2'  Méthode.  Cas  'le  n  =  2.  —  On  veut  trouver  tous  les 
systèmes  de  quatre  entiers  /.,  y.,  /. ,  y. ,  tels  que 

À;-i'  —  /.';ji  ^  ±:  1. 

11  suffira  évidemment  de  trouver  tous  les  systèmes  de  quatre 
entiers  tels  que 

'18)  l'j.'  —  à'h^  =  1, 

puis  d'adjoindre  aux  résultats  trouvés  ceux  qu'on  en  déduit  en 
en  changeant  de  signes  À  et  ). . 

Pour  cela,  on  prendra  /.  arbitraire,  puis  À'  arbitraire  mais  pre- 
mier à  /.  ensuite  on  calculera  <J.  et  a'  par  la  condition  18)  laquelle 
est  résoluble  puisque  DO.,  ).')  =1. 

On  forme  ainsi,  évidemment,  tous  les  systèmes  de  quatre  en- 
tiers satisfaisant  à  la  condition  (18).  et  chacun  une  seule  fois. 

Relation  avec  la  théorie  des  parallélogrammes  élémen- 
taires d'un  réseau-  —  ^oit  un  réseau.  Prenons  un  point  du  réseau 
comme  origine,  et  les  deux  droites  du  réseau  qui  passent  par  ce  point 
comme  axes  de  coordonnées.  Cherchons  les  parallélogrammes  élémen- 
taires avant  l'origine  comme  sommet.  Soient  À,  u:  À.  a';  les  coor- 
données  de  deux  des  sommets  de  ce  parallélogramme  autres  que  o. 
L'aire  de  ce  parallélogramme  est  égale  à  la  valeur  absolue  de 
'/■■j!  ■ —  À'.u  en  prenant  comme  unité  d'aire,  l'aire  du  parallélogramme 
élémentaire  du  réseau). 
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La  condition  ni'rrssaiio  ol  siifn.saiite  pour  fpi'il  snit  ('•lôinenlairo   est 
pst  donc 


/..a    —  Au  =  rt   I. 


I.a  (Micstion  du  n    211  est  donc  larnciiro  à  celle  du  n    200. 


(|ue 


212.  Cas  de  "  quelconque.  —  Soil,  pour  li\ei-  les  idées, 
el  pour  biiii[)lilirr  I  l'crjlurr  /;     -  '|. 

Dans  ce  cas  encore,  on  peut  se  l)orner  à  cherclier  les  dé- 
tcriuinanls 


X 

JX 

V 

p 

À' 

[Jl' 

V 

p' 

)," 

// 
ti. 

V 

p" 

>.'" 

i-'" 

f  '" 

l'iiauN  a  I . 

l'our  cela,  on  clioisira  d'abord  (pialre  entiers  /.,  <j.,'j,  ^,  premiers 
dan.s  leur  cnseml)!e.  On  |>rcndra  7,  y.,  v  arbitraires,  puis  o  [)remier 
avec  1)().,  y.,  v  . 

Appelons  i.  .11',   H,  ul,  les  mineurs  avec  leurs  signes  do  7,  v,.v,^. 

On  doit  avoir  : 


('9) 


VI  H-  fi.ll.  -f-  vU   -f   fift  =  1. 


Donc,  ayant  clioisi  ),.  v.,  v,  o;  ou  résoudra  celte  équation  (pii 
est  possible  [puisque  1)  À,  y.,  v,  ■/)    -  ij. 

Soit  '.i,  .11).  1i>.  :n  une  solution. 

11  reste  à  déicrminer  À',  'j.',  v',  ■/'.  7",  ...,  o"',  par  l.i  condition 
que  les  mineurs  avec  leurs  signes 


aient  comme  valeurs  i,  .11 ,  '11,  'A. 
Or,  ceci  exige  que 


'il'  -+- ,u,a'  -+Uv'  -4-jvp'  =  o, 

'iX"  -+-  A\y/  -h  %v"  -1-  S?'  =  o, 
:i'À"'  -f-  .11,/"  -+-  '11,./"  -I-.  31?'"=  o. 
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Il  laiil  donc  que  les  trois  systèmes  d'entiers 

soient  trois  solutions  de  l'équation 

'Sx  -+-  ,U)V  -H  T{:  -+-  'M  —  o. 

De  plus,  comme  i.  .Us  11»,  ::»î,  doivent  être  égaux  aux   mineurs, 
avec  leurs  signes  du  tableau 


il  faut  que  ces  solutions  forment  un  système  l'ondamental,  et  réci- 
proquement cela  sullit  pour  que   ces   conditions  soient  satisfaites 
n"190). 
Donc,  on  est  ramené  à  trouver  tous  les  systèmes  fondamentauv 
de  l'équation     if)).   Or,   on  sait  trouver  tous  ces  systèmes  fomla- 
mentaux,  pourvu  qu'on  sache  former  tous  les  déterminants  à  élé- 
ments entiers,  du  troisième  ordre  et  égaux  à  ±  i.    On   est  donc 
ramené  au  même  problème  que  celui  posé,  mais  pour  des  déter- 
minants dont  l'ordre  est  inférieur  d'une  unité  à  celui  proposé.    De 
proche  en  proche  ou  est  ramené  au  second  ordre,  pour  lequel  la 
solution  a  été  donnée. 

213.  Résolution  en  nombres  rationnels  des  équations  ou 
des  systèmes  d  équations  linéaires  à  coefiicients  rationnels. 

—  On  résoudra  i  équ;itii_in  ou  le  svstème  prci^iosé  'tlijcliri(jucmeiil. 
(3n  aura  les  valeurs  des  inconnues  en  fonction  linéaire  de  n  —  r 
paramètres  (>!,  nombre  des  inconnues:  r.  rang  du  système).  De 
plus,  à  chaque  système  de  valeurs  rationnelles  des  paramètres 
correspond  un  système  de  valeurs  rationnelles  des  paramètres  et 
réciproquement.  Le  ])roblème  est  donc  résolu. 

E.cemple.  —  Soit  le  système  : 


.r  -—    iy 

—  3  :  -T-     J  /  -{-  I  =  o 

a  .r  -T-    G 1" 

—  3.-  -    3/  -+-  7  =  0. 

<).r  -(-  loy 

-1-9;   10/  2  =:  0. 
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On  peut,  par  exemple,   exprimer  les  inconnues  en  fonction  de /; 
on  a  : 

—  13/  -t-  23 


—           8 

_v 

20'  —  7' 
—       32       • 

' 

83/  —  q 

/ 

=  /. 

D'ailleurs,  l  =  '  ,  '/.  et  «  étant  deux  entiers  tels  que   D(/.,  h)  = 

Alors 

—  1 3  ).  -f-  23  n 


8(x 

2Q).  71  u 

32  jjt 

83X  —  (),x 

/  = 

1 
1^' 

i:xi:ucicEs 

I.  —  Soit  un  système  d'équations  dioplianliennes  linéaires  homo- 
gènes à  niocjule  non  nul  D.  Soit  1),  le  module  du  tableau  obtenu  en 
supprimant  dans  le  précédent  les  coelficicnls  de  :i\. 

Démontrer  que  .zr'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  valeurs 

de  l'inconnue  .r,  dans  les  dilTérenles  solutions. 

II.  —  Parmi  toutes  les  solutions  d'une  équation  ou  d'un  système 
d'équations  diopliantionnes  linéaires  homogènes,  trouver  celles  qui 
sont  telles  que  les  valeurs  des  inconnues  y  soient  premières  dans  leur 
ensemble.  Montrer  en  particulier  que  les  .solutions  appartenant  à  un 
système  fondamental,  jouissent  de  celte  i)roj)riété.  Montrer  que.  réci- 
proquement, toute  solution  jouissant  de  cette  propriété,  peut  faire 
partie  d'un  système  fondamental. 

III.  —  Même  question  pour  une  écjuatiou  ou  un  système  d'éipiations 
non  homogènes  que  l'on  suppose  possibles,  (iénéralisation  do  l'exer- 
cice U  du  chapitre  ix.) 
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IV.  —  Rt'soudie  et  discuter  géométriquement  le  système 

a.r  -+-  hv  -(-  c:  =^  (/. 
a'x  -h  b'y  -+-  c'z  =  d'. 

V.  —  On  a  vu  (note  IIF  du  chapitre  viu)  ce  que  c'est  que  le  plus^ 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  fractions.  Cette  notion  admise, 
celle  de  module  d'un  tableau  n  195)  se  généialise  pour  un  tableau  à 
éléments  Iraclionnaires.  Démontrer  le  théorème  suivant, généralisation 
de  celui  d'Ileger  :  Pour  qu'un  s\sti-me  d'équations  linéaires,  à  coel- 
licients  et  à  termes  tout  connus  Iraclionnaires,  et  à  module  non  nul, 
admette  des  solutions  (|ui  soient  des  nombres  entiers,  il  faut  et  il  suHll 
que  le  module  du  tableau  de  ses  coellicicnts  soit  égal  à  celui  de  ce 
même  tableau,  complété  par  les  termes  tout  connus. 
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THÉORIE    DES    SUBSTITUTIONS    LINÉAIRES 
HOMOGÈNES 


214.  Théorie  des  substitutions  linéaires  homogènes.  — 
(  )n  (Jil  qu'on  cil'ectue  une  substitution  sur  tles  varialilcs,  lorsqu'on  les 
remplace  ])ar  d'autres  \ariai)lcs  lices  au\  précédentes  par  certaines 
relations. 

Lorsque  ces  relations  sont  telles  (juc  les  anciennes  variables 
.T,,  X.,,  ...  a-„,  sont  (les  fonctions  linéaires  et  liomogèncs  des  nouvelles 
.t'i,  .r' /j,,   la   substitution  est  dite  linéaire  homoijkne. 

Connue  dans  tout  ce  qui  va  suivre  il  ne  s'ayira  que  de  telles  substi- 
tutions, il  nous  arrivera  de  dire  sinqjlenienl  «  sitlistiliition  »  en  sous 
entendant  les  mois  «  linraire  et  Itomoiihie  \i.  D'ailleurs,  dans  toute  la 
partie  imprimée  en  petits  caractères,  il  s'ayit  de  substitutions  à  cocf- 
licients  ijuelfoiKiues. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  nouvelles  variables  sont  en  même 
nombre  que  les  anciennes.  En  ell'et,  si  cela  n'était  pas,  deux  cas  seraient 
à  distini;uer  : 

1"  Cas.  Les  secaiides  vnriahlrs  sont  en  nanihre  inférieur  nnx premières. 
—  Soit,  pai-  c\cm|ile,  la  substitution 


.(•  =  ÏX' 

+  ?.v  • 

j  =  a'x' 

+  ?y. 

î  =  «"..•' 

+  py, 

l  =  a'V 

_f-  .i"'j.'. 

Rien  n'cmpècbe  d'écrire  celte  substitution 

.T  =:  ■x.t'    ■+-  ^v"  .-h  o;'  -(-  0/', 

r  =  aV  -hp'y'  -hoz    hol', 

z  =  a"a;'  +  fj"/  4-  o;'  -I-  Ot'. 

t  r=  a"'.r'  H-  p"'j'  +  o;'  -t-  or. 
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2' Cas.  Les  secondes  vnrinliles  sont  en  iiomlire  siiiiérieiir  aux  iiremières, 
—  l'ar  cxoiiipli"  : 


-h  -' 


ol\ 


Uii;ii  n'oiiiprchc  de  complétor  ces  deux  égalités  par 

;  =  a".r'  -h  '-J'y'   -+-  -('•'   +  o"(', 
l  =  a"'y  -H  'p"'y'  -H  -.'"--'  -+-  V'I', 

les  coelllcienls  oc",  i",  ...  o"  élaiil  (raillours  quelconques,  puisque   les 
■variables  -  el  l  n'entrent  pas  en  réalité  dans  le  calcul. 

En  résumé,  les  subslilutions  considérées  sont  de  la  fornic 


(') 


1,1    •'■,  H-   »i.j    x-i  4-  ■••  4-  =<i.,ia-„ 
-M    •'■',    ^  »2.2   ar;  +  ...  -h  a2,„a;;, 


«,..2  -r'., 


Le  déterminant   formé  par   les  coeiricients   des   nouvelles  varialjles 
dans  ces  relations,  c'est-à-dire  le  déterminant 


s'appelle  ilétenninanl  (')  de  la  substitution. 

215.  —  Lorsque  ce  déterminant  est  dilFérent  de  zéro,  la  substitution 
est  dite  réversilile.  Dans  ce  cas,  les  nouvelles  variables  peuvent 
s'exprimei-  on  fonctions  des  anciennes.  On  lire  en  ellct,  dans  ce  cas, 
des  équations  (i) 

,    _  -b,.,.!-,    +  .i..,;»'.,  -+-  ...   ~  .l)„.,.T„ 


(=") 


.\>,^;Xi  -f-  Ai<...iX,  -f-  ...  -+-  X„.,x„ 
M  . 


(':  On  flit  aussi  module.  Mais  pour  nous,  module,  ilans  le  cas  des  substitutions 
i  coefficients  entiers,  signifiera  la  ('«Jeiir  atsodie  ilu  détciminant     n"^  igS  et  a^a). 
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on  désif;nanl  par  M  \c  tlétoiiiiiiiunt  de  la  substitution,    par   ,1,,  le   mi- 
neur déterminant  relalil' à  a,^. 

216.  Inverse  d'une  substitution.  —  La  substitution  (2)  par  la- 
ijuelle  on  passe  des  variables  .r,,  .)■',,  ...  x',^,  aux  variables  x,,  x,,  ...  x„. 

est  dite  inverse  de  celle  par  laquelle  on  passe  des  variables  ./•,,  .r., x„. 

au.\  variables  .t',,  t.,,  ...  :r'„. 

217.  Notations.  —  Il  arrive  souvent  rpio  dans  les  raisonnements 
(|ue  l'on  lail  sur  îles  substitulions,  les  variables  n'inler\iennenl  pas. 
')n  peut  alors.  |)our  designer  une  substitution  se  contenter  de  donner 
le  tableau  des  cocHifienls  (placé  entre  deux  parenthèses),  .\insi  la 
substitution  {i)  s'indiipie  par 


!,..■     \ 


(-1,1     •••    -i,ir    \ 
■    ■    ■    ■     ) 


Ce  tableau  est  carré  quand  n  =  11'.  Dans  ce  cas,   l'inverse  de  cette 
substitution  est 


\h 


1  ï  l  *JV,i .  l 

M    •■■     M 


M    ■  ■    M 

On  représentera  aussi,  quand  ce  sera  plus  commode  (par  exemple 
lorsque  beaucoup  des  coelficients  a  seront  nuls),  la  substitution  (1  > 
par 

■Ti  I   oti,i-T',  +  ...  +  a,,„.T;,, 

•Ta  !    «M-T'i   +    •■•   -i-  «i,n^'n> 


(3) 


•T,il    a,,,!--»-, 


•••  -f-  «n.ii-Tm 


Souvent    aussi    on  désigne  les   nouvelles    variables   par   les   mêmes 
lettres  que  les  premières.  .Mors,  au  lieu  de  (.^),  on  écrira  : 


w 


a-, 

''l 

l-'- 

-+-  «1 

■'T.,  H-  . 

.    -t-    'i,n3;,' 

X-2 

»■-• 

,a-, 

•  i-  ai 

...T..    +    . 

■    -+-    'Kll-n,' 

•T„ 

'„ 

i--»'i 

-+-  »,. 

O.T,   -h    .. 

•    "^    ^»|.H*^M 

•|ili:imiE   i)i:s  sinsTiTUriONS   i,iM;\inES   ii()M()(;i;\es 


.Sg 


Si  un  certain  nombre  de  variables  se  trouvent  remplacées  par  clles- 
ini'mes,  il  sera  plus  simple  de  ne  pas  les  écrire  dans  le  lableau  (4'. 
Ainsi,  soient  (jualre  variables  ./•,  v,  z,  t:  la  substitution 


V  -f-  3.-  -t-  < 

V 


s'écrira  siinplemcnt 


a-  I  2  3:  —  r  +  5;  -f-  <. 


IJnlin  il  arrivera  souvent,  lorscpie  les  coeHicieiits  d  une  substitution 
n'importeront  pas,  tju'on  représentera  cette  substitution  par  une  seule 
lettre,  et  qu'on  dira  :  la  substitution  S. 

218.  Transpositions.  —  On  appelle  Iniiispusitioii  ou  èrhaw;e.  la 
substitution  qui  consiste  à  éclianger  deux  variables.  Soient,  par 
exemple,  quatre  vaiiablcs  ./',  v,  .-.  t.  La  trans^iosition  de  x  et  t  est  la 
substitution 


o 

0 

o 

1 

o 

1 

o 

0 

0 

o 

1 

o 

I 

o 

o 

0 

.T 

:r  1 

l 

qui  s'écrit  aussi 
ou  plus  >iiiiplcmcnt 


219.  TiiÉo[ii;vnc.  —  Le  délerinimml  de  l'inverse  d'une  suhsiiliilion,  est 
égal  à  l'inverse  du  délerminanl  de  celle  sul/stilution. 
C'est-à-dire  que  : 


'l.,., 

.1»,. 

■l-,,,, 

M 

M 

M 

i..2 

.b..  ., 

X,.-> 

M 

M 

M 

\n... 

M.n 

■^' 

M 

M  •      ■ 

M 

X 


"  2  :  H 

">,„ 


Cela  se  vérifie  immédiatement  en  elVecluant  le  produit   des  d ju.y 
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ilclcriiiInnnU;  eu  tiiulli|)liant  les  colonnes  du  premier  parles  lignes  dii 
second,  on  oblicnl 

M 

M        "        - 
M 

"         M       •• 


M 


ce  (lui  est  cxal  îi  i. 


220.  Substitution  identique  ou  substitution  un.  —  (  lu  a[>- 
pello  ainsi  la  siil)slilulion  : 


L  o  ...  () 
<  )  1  . . .  o 
o 


illlc  ((insislc  à  subslitiior  aux  vaiiahles  .i,,  ,(\.,  ...  .1,,  ces  variables  ellos- 
niènics. 

Nous  désignerons  la  subslllulion  identique  j),'u  I  ou  par  le  cliillrc  1. 
quand  il  n'v  aura  pas  de  ennlusion  à  craindre. 

221.  Egalité  de  deux  substitutions.  —  Deux  subslilulions 
sont  dites  é(jnles.  lorsepie  les  tableaux  de  leurs  cocflicienls  sont  les 
mêmes,  autrement  dit  lorsqu'elles  no  forment  qu'une  seule  et  même 
substitution. 


222.  Produit  de  deux  substitutions.  —  Supposons  qu'on   ef- 
Icctue  sur  des  variables  .'•,,  .v. /,,  une  substitution  S   • 


W) 


Xi  =  3, ,,.'•,    -H  '..-..'V  +  ...  -+-  a,,„.T„ 
1  •'•2  =  ='::,i-Ti'   H-  aj.oXj'  H-  ...  H-  a2,„x„' 


puis  sur  les  variables  .r/,  .//,  ...  .t„  .  une  substitution  T 


(5) 


3-/  =  3,,1-''     -+-  ?l,-2--^â  -t-  ...    +   ?,,„.< 

a-J  =  3,,,x.  -H  p,,,a^:  -+-  ...  -h  ?.,.,,t;      • 


a-..'  =  ?«.i-'i'  +  P.i,£a-;  -\-  ...  -H?„,„a-;. 
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On  peut  remplacer  renseiiiblc  de  ces  deux  subslilulioiis  |i;ir  ime 
seule,  celle  qui  substitue  directcuicnl  les  variables  (a-')  aux  \iiriables 
ix).  Cette  dernière  substitution  est  dite  produit  de  S  par  T,  et  nous 
la  désif,'nerons  par  ST.  Les  substitutions  S  et  T  sont  dites  les  fadeurs 
de  ce  produit,  i'our  obtenir  les  coefficients  de  ST,  remplaçons  ilans  (i) 
les  variables  (.»■  |  par  leurs  expressions  ( 5  1.  On  obtient  ainsi 

■c,  =^  ('i,!?,.,  -f-...-+-ai,„P„,i).r"-H -H  (ï,,,.i|, „-!-...-}- a,. „p„,„)3-," 

•'■..  =  ("n,!?,,,  +...  -^^„,„%,.i)r1-h +  («,.. l?hn-i---.-H2„,„?„,„)x,',' 

Ainsi  le  produit  de 

(*i:i  ••■  ^i.iA  /r'i.i  ••■  l'^i.nX 

.      .       .      .]  par  T=^(.      .      -      A 

est 

''-(■  ; „ 

V'ii.l.'il,!   ^   •••   -i-  '11. .1.^)1.1 «)i,l?l,,i  -f-   •■•  +  «Ji,,!?",»-' 

Il  faut  retenir  la  formation  de  ce  tableau.  11  se  forme  avec  les  ta- 
bleaux des  coelTicienls  des  substitutions  S  et  T.  en  inuldplianl  les  lignes 
i/u  premier  jiar  les  lolonitcs  du  second.  On  en  déiSuit  inmicdiatcnicnt  le 
tliéorèmc  suivant  : 

TiiÉonÈME.  —  Le  délerminant  du  produit  de  deux  substitutions  est  égal 
au  produit  des  déterniinanis  des  deux  Jacleurs. 

liemarrpie.  —  La  niulliplictttlon  îles  suhstitulions  n'est  jias  rommtilative. 
En  ellet  le  produit  ÏS  est 


( 


Jiiii'ii.i   ■••■•   p 


l,!"!,!    ~f"    ■••    "■"    J|,)l»ll.l     ■••■•     pl.l'l.ll    -t--.-t-    J|  ,,i')i,H  ' 


i-'Ji,li''ll,  1     pi. 


■  .^u, 1*1.1    ~l~    •••   ~f-  ^,i,it*n,l    fJii;l-'l,7i     t    •••-T   >  it,ji^n,ny 

On  voit  qu'il  n'est  pas  identique  au  produit  ST. 

11  en  résulte  qu'on  doit  distinguer  entre  la  multiplication  «i  droite  et 
la  multiplication  ii  gauche. 

Multiplier  S  par  T  h  droite,  c'est  former  ST,  tandis  que  multiplier  S 
par  T  à  gauclie,  c'est  former  TS. 
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223.  Produit  d'un  nombre  quelconque  de  substitutions. 
—  Un  appelle  proiluil  dos  suLsliUition-s  S,  1',  L,  ...  \\  ,  la  suljsli- 
lut'ton  ol)lcnue  en  niulliplinnt  S  par  T,  le  résullat  par  V,  etc. 

Ce  pi'oduil  se  désigne  par  STl  ...  \\  .  Les  substitutions  S,  T,  ...  W 
s'appellent  les  facteurs  de  ce  produit. 

I  iiÉOKKME.  —  Le  déleniiutunt  ilu  produit  d'un  nombre  (juelcomiue  de 
suhxtitiiltons  est  éijal  ait  produit  des  déterniiminls  des  fadeurs. 

Se  déduit  immédiatement  du  lliéorèmc  du  n"  222  pour  deux 
(acteurs. 

Le  produit  dépend,  en  général,  de  l'ordre  des  facteurs. 

224.  La  multiplication  des  substitutions  est  une  opération 
associative-        C'cst-ù-dire    n"  20    ipie 

(ST)  U  =  S  (TU). 
En  elTet  soient 

a-j.r^,  ...a-„  les  premières  variaLlcs. 

.t\.xI,  ...t'„  celles  qu'on  leur  substitue  par  la  substitution  S 

x\,  xl.  ...  x",  celles  qu'on  substitue  au.K  précédentes  par  la  substitution  T 

.r'i'.xTf  .-.  -i'h  cellcsqu'on  substitucaux  précédentespar  la  substitution  Lî 

II  est  lacile  de  voir  que  les  deux  substitutions  (ST)  l  et  S  (TL)  au- 
ront toutes  deux  comme  elTet  de  substituer  les  variables  .ti,  xT,  ...  x'il 
aux  variables  .t,,  j-^,  ...  r„. 

Hemartiuons  d'ailleurs  que  (ST|  l  n'est  autre  chose  que  ce  que 
nous  avons  appelé  plus  haut  le  produit  des  trois  substitutions  et 
désigné  [)ar  STL. 

225-  —  Il  en  résullc  (n'  21)  que  dans  un  produit  de  substitutions 
lin  peut  remplacer  plusieurs  facteurs  consécutifs  par  leur  produit 
elTcctué. 

Par  exemple  : 

STIVW  =  (STmLViW  =  S  (TLWi  AV  = 

226.  Substitutions  permutables.  —  On  dit  que  deux  substi- 
tutions S,  T,  sont  pcrnuitables  iorstpie  ST  ^=  TS.  Cela  arrive  quand 
T  =  S  ;  mais  ce  n'est  pas  le  seul  cas. 

Cherchons  par  exemple  les  conditions  pour  que  deux  substitutions 
sur  deux  variables  soient  petmulables.  Soit 


(':ï)  --m- 
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,93 


On  ;i 


Les  coiulllioiis   [lour   (]u'ellcs    soient    peiiniilaljlcs,    se    réduiseiil   à 

clcn\, 

^■f'        -/         «'         :;' 

{J   ~  Y   """    a  —  c    • 

(k'ei  arrive  en  paitieullei'  !ors([ue  Ji'  =  y'  =  a'  — g'  ^  o  ou  lorsque 
(J=^Y^5!  —  0^0. 

Ceci  peut  se  généraliser,  (hiel  (|uc  soil  n,  la  substitution  sur 
Il  vnriai)les 


X-, 


la; 
kr.. 


est  permntalile  avec  n'importe  quelle  antre. 

227.  TuKoUKMi;.  —  /.t'  proiliiil  d'une  xul'sliliitloii  par  son  Inverse  est 
la  substitution  identique. 

En  ellet  remplacer  îles  variables  x  par  îles  variables  x' ,  puis  ces 
dernières  par  les  variables  x,  revient  évidemment  à  ne  faire  aucune 
substitution. 

D'ailleurs  le  théorème  se  vérilie  facilement  en  ellectuant  le  produit. 

228.  Puissances  d'une  substitution-  Puissances  à  exjiosant 
positif.  —  La  piiis.-vaiice  //r'i"'-'  1  m  entier  "  ■  i)  d'une  substitution  S  est 
le  produit  de  m  facteurs  tous  identiques  à  S.  Elle  se   désigne   jiar    S'". 

Soil  par  exemple 


S   = 


Y  " 


S^  = 


a'  +  2ïiY  +  Pv^ 
,^2Y  H-  =<-p  -+-  ?T'  -r 


elc. 


,  '5,-.  - 


Caiii:n.  —  Théorie  lies  noml>res,  l.  I. 


^^Y  4-  «?o  +  ^ôn 
2370  +  0'  / 


i3 
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Quant  à  la  puissance  d'cxposatil  i  d'une  suLstitiilioii  ce  n'est  autre 
cliose  ([ue  celle  substitution  cllo-nièine. 

Puissanres  à  exiiusatU  iiéyalif.  —  La  puissance  d'exposant  —  l  d'une 
substitution  S,  est  l'inverse  de  cette  substitution.  Elle  se  désigne  par  S^'. 

La  puissance  d'exposant  —  m  (m  entier  >-  i  ),  est  la  puissance  Hiéme 
de  S-' 

S"'"  =  (S-')"'. 

Puissance  à  exposant  nul.  —  Entin  la  puissance  d'exposant  nui 
d'une  substitution,  c'est  la  substitution  identique  (  n"  220). 

TuÉOUÈME.  — 

Cm        S'"'   S'"'T"*"' 

quels  que  soient  les  exposants  m  et  m'. 

I"  cas.  —  Supposons  d'abord  m  et  m'  positifs. 
L'égalité  à  démontrer  s'écrit 

(S  .  S  ...  S)  (S  .  S  ...  S) 

//(   facteurs  m    facteurs 

Elle  est  donc  vraie  d'après  ce  qu'on  a  dit  au  n"  225. 

2'  cas.  —  Supposons  i/ue  l  un  des  crposanls  ou  même  que  luus  les  deux 
soient  nuls.  L'égalité  est  évidente  dans  ce  cas. 

3*  cas.  —  Supposons  que  les  deu.r  exposants  soient  négatifs,  l'osons 
m  =  —  «  et  m  =  —  n  . 

L'égalité  à  démontrer  est  la  même  que  dans  le  i"  cas,  si  ce  n'est 
que  S  est  remplacé  par  S~'. 

4'  cas.  —  Supposons  eiilin  (jue  l'un  des  exposants  m  soit  positif  et 
l'autre  "i    négati(.  Posons  ni  =  —  n' . 

Ce  cas  se  subdivise  en  trois. 

1°  m  >  n  . 

L'égalité  à  démontrer  s'écrit 

ss ...  s 

m  facteurs  n    facteurs  m  —  rj  lacleurs 


m  —  n    facleurîi  n    facteurs  m  —  n'  facteur» 

ce  qui  est  évident  puisque  SS^'  =  i. 
2"  m  <<  n\ 
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DémonsU'ation  analogue 

3°  m  =  n  . 

L'ésalitô  à  (Ichnontrcr  est 

(SS  ...  S)(S-'  S-'  ...  s-') 

m  facteurs  m  fadeurs 


(SS-')  (SS-')  ...  fSS-')  =  I. 

Elle  csl  ('•vidcnle. 

(yjioUnii'e.  —  Deux  puissances  d'une  même  suiisllliilion  sont  per- 
mutables. 

229.  Théorèmk.  —  Le  déterminanl  di'  la  puissance  m'-'"'e  d'une 
sabsliUUion  est  éyal  à  la  puissance  même  du  délerminwU  de  celte  substi- 
laiion. 

Si  m  ^  o,  ce  tliéorème  est  un  ras  particulier  du  tliéorèine  du 
n°  222. 

Si  m  <C  o,  il  se  déduit  de  celui-là  et  de  celui  du  n"  219. 

Si  H!  =  o,  il  est  évident. 

230  Rapport  de  deux  substitutions-  —  On  a[)pelle  premier 
rapport  de  la   substitution  S  à  la    suijstitulion    T.   une  suijstilution  () 

telle  que 

TQ  .^  S. 

Supposons  T  réversible,  multiplions  les  deux  membres  de  légalité 
précédente  à  gauclie  par  T~'.  il  vient 

Q  =  T-'S. 

On  appelle  deuxième  rapport  de  S  à  T,  une  siibstitulion  (}'  telle  que 

QT  =  S. 
On  voit  de  même  que 

O'  =  ST-'. 

Le  fait  qu'on  ne  trouve  qu'un  premier  et  qu'un  deuxième  rapport, 
montre  que  la  multiplication,  soit  à  droite,  soit  à  gauclic  est  une 
•opération  uniimre. 

A  quelle  condition  les  deux  rapports  sont-ils  identiques,  c'est-à-dire 

ï-'S  =  sT-i;i 


igô 
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Multiplions  les  deux  nicmljres  do  celte  égalité,  à  droite  et  h  gauche, 
nai'  T  il  vient 

ST  ^  TS. 

Donc  pour  que.  les  deux  rapports  de  deux  subsliliitions  soient  iden- 
liques.  il  faut  et  il  suffi  qu'elles  soient  permutables.  Cela  arrive  en  parti- 
culier lorsque  l'une  d'elles  est  la  substitution  identique. 

Les  deux  rapports  d'une  substitution  S  à  la  substitution  idcnli(pic 
sont  tous  deux  égaux  Ji  S  ;  et  les  deux  rapports  de  la  sid)stilulion' 
idenliipie  à  une  substilution  S  sont  tous  deux  égaux  à  S^'. 

231.  Remarque  sur  la  substitution  inverse  d'un  produit, 

--  Pour  l'ornicr  la  subsliluliori  inverse  d'un  produit  il  laut  remplacer 
cliacun  des  facteurs  par  son  inverse  et  renverser  leur  ordre. 

\insi  la  substitution  inverse  de  STIJ  est  L^'T~'S~'. 

Celle  de  Sn'-a"'  est  l'-'-TS -=. 

Cela  résulte  immédiatemenl  des  délinitions. 

Tm%oui:ME.  —  Le  premier  rapport  de  deu.r  substitutions  S  et  T  ne 
change  pas  si  l'on  multiplie  ces  deu.r  substitutions  à  ijauclie,  par  une  même 
substitution  U.  ]>e  nuhnc  le  se<-ond  rapport  ne  chaïuje  pas  si  l'on  multiplie 
les  deu.r  sul)stitutions  à  droite,  par  une  même  substitution. 

C'est-à-dire  que 

T-'S  =  (LT)-'LS  ou        T-'S  =^  T-'lî-'l  S 

ST-'  =  (SU)  (TU)-'         ou         ÇT-'  =  SUU-'T -' 

ce  ((ui  est  é\  ident. 

Uenmrquc.  —  Mais  le  premier  rapport  change  en  général,  si  on  mul- 
tiplie les  deux  substitutions  à  droite  par  une  même  substitution,  ou  le 
second  rapport,  si  ou  midtiplie  les  deux  substitutions  à  gauche.  Alors 
T-'S  se  trouve  remplacé  par  l     'T'SU,  etST-'  par  UST^'U-'. 

Cas  particulier.  —  Si  les  deux  substitutions  S  et  T  sont  permutables 
elles  n'ont  qu'un  rapport  et  l'on  peut  dire  que  : 

Le  rapport  de  deux  substitutions  permut(diles  ne  chanijc  pas,  quand  on 
les  multiplie  toutes  les  deu.r  ù  droite  ou  toutes  les  deux  à  gauche  par  une 
même  substitution. 

232.  Transformée    d  une  substitution  par    une    autre.   — 

On   appelle   transformée  d'une   substilution  S  par  une   substitution  U. 
la  subslitution  LSL"'. 

Théorème.  —  La  transformée  pur  L  du  produit  [dans  un  certain 
ordre)  de  deux  substitutions  S,  T,  est  égale  nu  jiroduit  l'daus  le  nuhnr 
ordre)  des  transformées  par  U  de  S  et  T. 
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C'est-à-dire  (jiie 

l  (ST)L-'  =  (LSU-'j  (LTU') 

ce  qui  est  évident. 
Comme  coroUaiie  : 

Si  deux  substitutions  sont  permulaUes  il  en  est  de  même  de  leurs  trans- 
formées par  une  même  snhslttutioii. 

233.  —  La  transformée  par  L  de  l'iiwerse  de  S  est  égale  à  l'inverse  de 
la  transformée  de  S. 

C'est-à-dire  que 

US-'U-'  =  (USU-')-'. 
C'est  ce  qui  résulte  de  la  règle  du  n"  231. 

234.  —  La  transformée  par  U  du  rapport  (premier  ou  deuxième)  de 
deur-  substilutiiins  .S,  T.  es<  égale  au  rapport  (premier  ou  deuxième)  des 
transformées  par  L  de  S  et  T. 

C'est-à-dire  que 

L  (T-'S)U-'  =  (UTU')-'  ^USU-') 

et  que 

U(ST-')l"-'  =  (USU-'i  (UTU-')~' 

ce  qui  se  vérifie  facilement. 

235.  —  Les  deux  rapports  d'une  substitution  S  à  une  substitution  T 
sont  liés  par  cette  relation  ijne  le  second  est  le  transformé  du  premier  par 
ia  substitution  T. 

C'est-à-dire  que 

ST-'  =  Ï(T-'S)T-' 

ce  qui  est  évident. 

236.  TuÉoiiÈ.viE.  —  Quand  deux  substitutions  sont  permutables,  rha- 
cune  (felles  est  identique  à  sa  transformée  par  l'antre  et  réciproquement. 

C'cst-à-dirc  que 

ST  =  TS 
•entraino 

S  =  TST-' 

«t  réciproquement.  Ce  qui  est  évident. 
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Enfin  la  remarque  failc  après  le  llicorcmo  du  n'  231  peut  se  pré- 
ciser comme  il  suit  : 

Si  on  multiplie  deu.r  subslilulions  S  el  T,  à  droite  par  une  même  substi- 
tution. U,  le  premier  rapport  de  S  à  T  se  trouve  remplacé  par  «a  trans- 
formée par  la  suhsiitulion  U    ' . 

.S'(  on  multiplie  deux  substitutions  S  et  T,  ù  ifauche  par  une  niome  substi- 
tution U,  le  second  rapport  de  S  à  T  se  trouve  remplacé  par  sa  trans- 
formée par  la  substitution  U. 

237  Groupes  de  substitutions.  —  Un  ensemble  de  substllu- 
lioiis  est  appelé  un  (jroupe  lorsque  les  deux  conditions  suivantes  sont 
remplies  : 

I.  —  Le  produit  de  deux  substitutions  de  l'ensemble  appartient  à  l'en- 
semble, 

II.  —  L'inverse  d'une  substitution  de  l'ensemble  appartient  à  l'ensemble. 
On  dislingue  les  groupes  finis  qui  conticHnenl  un  non>bro  fini  de 

substitutions.  Un  groupe  non  fini  est  dit  infini  Dans  un  groupe  fini 
on  aijpdie  ordre  du  groupe  le  nondjre  de  substitutions  qu'il  contient. 

TuKORÈME.  —  Tout  (jroupe  de  substitutions  contient  la  substitulion 
identique. 

Soit  S  une  substitution  du  groupe.  Le  groupe  contient  aussi  S^',  et 
par  suite  SS~'  c'est-à-dire  la  substitution  identique. 

Théorkmi:.  —  Pour  qu'un  ensemble  d'un  nombre  fini  de  substitutions 
forme  un  qroupe.  il  suffit  qu'il  satisfasse  à  la  condition  I. 

(j'est-à-dirc  que  dans  le  ras  d'un  nombre  lini  de  substitutions,  la 
condition  I  entraîne  la  condition  II. 

En  effet  soit  S  nne  substitulion  de  l'ensemble.  Considérons  la  suite 
des  puissances  de  S  à  partir  de  S". 

S",  S.  S=,  S3,  ... 

Elles  appartiennent  toutes  à  l'ensemble.  Mais  le  nombre  des  substitu- 
tions tie  l'ensemble  étant  limité,  on  trouve  dans  la  suite  des  terme» 
égau.\.  Soit 

S'*  =  S''-'"  (»n>o). 

On  en  déduit 

S'"  =  I 

d'où 

S-'  =  S'"-'. 

Donc  S^'  appartient  à  la  suite  et  par  conséquent  à  l'ensemble. 
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238.  Exposant  auquel  appartient  une  substitution  dans 
un  groupe  fini.  —  On  vient  de  voir  que  S  ilésii,'naiil  un(^  siiljslilu- 
tion  fjnelconr|iie  d'un  groupe  iirnili',  il  y  a  un  entier  positif  m  tel  que 

S'"  =  I . 

Supposon.s  que  m  soi(  le  plus  petit  exposant  posilil  (jui  jouisse  de 
celle  ])ropriété  ;  m  est  alors  dit  l'exposant  auquel  appartient  la  substi- 
tution. 

Exemples  de  (/roupes.  —  I.  La  substilulion  identique  lornie  à  elle 
seule  un  groupe. 

II.  Les  puissances  à  exposants  tant  négatifs  nu  nuls  que  positifs) 
d'une  substitution  ibrnientun  groupe. 


239.  Sous-groupes.  —  Lorsque  toutes  les  substitutions  d'un 
groupe  11  a[)[)ai  tiennent  à  un  autre  (i,  on  dit  que  H  est  un  sous-groupe 
de  G. 

Inversement  G  est  dit  un  sur-yroiiiie  de  H. 

Exemples.  —  L  La  substitution  identique  est  un  sous-groupe  de 
tout  autre. 

11.  Tout  groupe  peut  èlre  considéré  à  la  fois  comme  un  sous- 
groupe  et  comme  un  sur-groupe  de  lui-même. 

lU.  Dans  le  groupe  formé  par  les  puissances  d'une  même  substitu- 
tion S,  celles  de  ces  puissances  dont  l'exposant  est  divisble  par  un 
entier  donné  n.  forment  un  sous-groupe  (qui  n'est  d'ailleurs  pas  dis- 
tinct du  groupe  tout  entier,  lorsque  l'exposant  auquel  appartient  S  e.sl 
premier  avec  n). 

240.  —  Soil  un  groupe  G  limité,  d'ordre  n  et  II  un  sous-groupe 
de  G  d'ordre  rx. 

Soient 

(6j  S,.  S,.  ...  .S,„ 

les  substitutions  de  II. 

Si  11  coïncide  avec  G  nous  n'avons  rien  de  plus  à  dire. 

Si  H  ne  coïncide  pas  avec  (>,  on  peut  trouvai'  une  substitution  de 
G  qui  ne  soil  pas  dans  II,  soit  T  celte  substitution. 

Considérons  les  substitutions 

(7)  TS„  TS.„  ...  TS„.. 

Elles  appartiennent  au*groupe  G.  Klles  sont  différentes  entre  elles,  car 
si  l'on  avait 

TS,  =  TS, 
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il  en  résulterait 

S;,  =  Sii 

ce  qui  n'est  pas. 

Elles  sont  d'aillcui's  dill'crenles  tics  substitutions  (6l.  car  si  l'on  avait 

ÏS„  =  S, 
il  en  résulterait 

Or  SjS;!^'  est  une  des  suhstiliitions  ilc  II.  I:mdis  (jue  T  n'en  est  pas 
une. 

1!  se  peut  que  les  substitutions  (6)  et  (7)  constituent  tout  le  groupe  G. 

Sinon  soit  U  une  substitution  de  G  qui  ne  soit  ni  une  des  substitu- 
tions (6)  ni  une  des  substitutions  (  7  .  Considérons  les  substitutions 

(8}  US,,  US,.  ...  US,„. 

Elles  appartiennent  à  (!. 

On  voit  de  la  même  l'a^on  que  plus  liaul  (pi'rlles  sont  dillérenlcs 
entre  elles  et  qu'elles  ne  sont  ni  des  sid)slitutions  (6)  ni  des  substitu- 
tions (7). 

lise  peut  que  les  suiislilulions  ((i),  (7)  et  (81  consliltient  tout  le 
grou|)e  (i.  Sinon  on  continuera  de  la  même  la^-on,  et  dans  tous  les  cas, 
on  parviendra  à  placer  les  substitutions  de  G  dans  nu  tableau  de  la 
façon  suivante  : 

s.,s,. ...  s,„ 

\  TS,,  TS.,.  ...  TS,„ 
(9)  LS,.  US„  ...  US,„ 


W'S,,AVS,,  ...  \\S,„ 

Si  l'on  nppelie  k  le  nombre  des  lignes  de  ce  tableau,  ou  a 

n  =  Lin. 

Donc  :  l'ordre  d'un  ijroiijie  est  un  multiple  de  l'ordre  de  l'un  quelcoiujue 
de  ses  sous-ijroupes. 

Cas  particulier.  —  Soit  .S  une  substitution   d'ini   groupe  G.   Consi- 
dérons 

I,  S,  S-,  ...  S'"-' 

m  étant  l'exposant  auquel  appartient  S.  Ces  substitutions  lornient  un 
sous-groupe  de  Ct.  Donc  : 
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L'ordre  d'un  (jruupe  est  un  multiple  de  l'exposant  auquel  appartient  une 
quelconque  de  ses  substitutions. 

Remarque.  —  Au  lieu  de  placer  les  substilulions  de  G  dans  un  ta- 
bleau tel  que  le  tableau  (<j),  on  peut  les  placer  dans  un  tableau  tel  que 


/    S,      S,    ...   s,„ 
i  s,T'  s;r'  ...  s,„T' 

J  S,U'  S,U'  ...  S,„l"' 


s,     s, 

(lo) 

'  S,W    SAV  ...  S,„\V' 


le  nombre  des   lignes  de  ce  tableau   iHaiit  (''vidcminent  le  même  que 
celui  du  tableau  précédent. 

Remnr<iue.  —  D'ailleurs  les  niêiiies  considérations  s'appliquent  à  un 
groupe  infini.  V.n  appelant  S,,  S;.,  ...  les  substitutions  d'un  sous- 
groupe,  celles  du  j;roupc  entier  peuvent  se  ranger  dans  un  tableau 

S,        S,     ... 
TS,     TSo  ... 


ou  dans  un  tableau 


US,    us., 


s,      s.,     ... 
s,r   s;r  ... 

SiU'    SoU'  ... 


mais  bien  entendu  le  nombre  des  lignes  du   laljleau,   ou  celui  des  co- 
lonnes, ou  tous  les  deux  sont  inlinis. 

241.  Transformé  d'un  groupe  par  une  substituticn.  Tiiéo- 
«KME.  —  Si  on  transforme  toutes  /es  subslitut'ions  d'un  groupe  G  par  une 
même  substitution  U,  l'ensemble  des  substitutions  obtenues  conslilue  aussi 
un  groupe  G'. 

En  effet  le  produit  de  deux  substitutions  de  cet  ensemble,  et  l'inverse 
d'une  substitution  de  cet  ensemble  .nppartiennent  h  l'ensemble  d'après 
les  théorèmes  des  n"  232  et  233  respectivement. 

Ce  groupe  G   s'appellera  transformé  ilu  groupe  Ci  parla  substitution  \J. 

242.  Substitutions  à  coefficients  entiers.  —  Dans  ce  qui 
précède  les  coel'(îcients  des  substitutions  considérées  étaient  quel- 
conques. Nous  considérons  maintenant  les  siibslltulions    à  coefji- 
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cicnls  entiers,  ^ous  appellerons  module  d'une  telle  sul)slilulion  la 
valeur  absolue  de  son  déterminant. 

Lorsqu'on  considère  une  substitution  il  faut  souvent  considérer 
son  inverse,  nous  sommes  donc  amenés  à  clierclier  /ex  snhsiilutions 
à  coef/icienls  l'iUicrs.  ihutl  les  inverses  solrnl  iinxsl  à  coefficients 
entiers. 

Nous  voyons  iniinédialenicnt  que  le  licterniinanl  d'une  toile 
substitution  doit  être  un  entier  dont  l'inverse  soit  un  entier.  11' 
doit  donc  être  égal  à  +  ou  à  —  i. 

Autrement  dit  le  module  doit  être  igal  à  i . 

Réciproquement,  une  telle  substitution  a  comme  inverse  une 
sid)stilution  à  coefficients  entiers,  d'après  la  l'oruiuli'  (u). 

243.  —  Les  sid)stilulious  de  module  1  s'a|)p(']lenl  .s-h//,s///(i7/o/*s 
unités.  Kn  particulier  celles  de  déterminant  égal  à  f-  i,  s'appellent 
moiluldires. 

Les  substitutions  imités  sur  n  variables  n  déterminé'  forment 
im  groupe.  Dans  ce  groupe  les  substitutions  modulaires,  forment 
un  sous-groupe  appelé  i/ronpc  mmlnlnire. 

Mais  e\iste-l  il  de  telles  substitutions  ■'  Autrement  dit  CKisle-i- 
il  des  déterminants  à  coefficients  entiers  et  égaux  à  -t-  ou  —  i  ? 
Cette  question  a  déjà  été  rcsoluo  (u"  209  il  suivants  par  i'aflir- 
mative. 

244.  Représentation  géométrique   des   substitutions  sur 

deux  variables.        Soit  la  substitution  (     K.  )..  Traçons  deux  axes  de 

\ï  °/ 
coordonnées  O.c,  Ov.  Il  n'est  pas  forcé  que  les  abscisses  et  les  ordon- 
nées soient  mesurées  avec  la  même  unité.  Soient  ()\  l'unité  d'abscisse, 
015  celle  d'ordonnée.  Marquons  le  point  C  («..  -;)  et  le  point  I)  (fi,  «). 
Considérons  un  second  système  de  coordonnées  x'oy'  dans  lequel  OC 
soit  o.t'  et  CD  soit  ov'.  Supposons  déplus  que  OC  soit  l'unité  d'abscisse 
et  OD  l'unité  d'ordonnée  dans  ce  nouveau  s\stènie. 

Ceci  posé  soit  M  un  point  de  coordonnées  a-,  y,  dans  xoy  et  M'  le 
point  correspondant  dans  :r  oy' .  On  reconnaît  facilement  que  les  coor- 
données de  M    dans  ./ov  sont  t.c    \    pr,  -.'■    )    ^.v.  Donc  la  subslilutinrt 

(  o)  î*  pour  ctlct  de  remplacer  un  point  M  par  le  point  corres- 
pondant M'. 
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Le  déterminant  de  In  substitution  est  la  surface  du  paraliélogranime 
OCFD  prise  positive  ou  négative  suivant  que  le  sens  OCFD  est  din;cl 
ou  inverse  (le  sens  direct  est  celui  qui  amène  Ox  sur  Oy  par  la  rota- 
tion la  plus  petite  possible  en  valeur  absolue'  ;  l'unité  de  surface  étant 
celle  de  ()At:!5. 

La  suijstitulion  inverse  a  pour  eflet  de  i-emplacer  'SI   par  NL 

/x''i'\ 
Soit   une  seconde    substitution  !    ,',,  I.    Si    on  marque  de  même  le- 

\v  '■'  I 

point  G  de  coordonnées  a',  •(  et  le  point  H  de  coordonnées  2  ,  ^'.   dans 

les  vslèmc  xoy' ,  on  arrive  de  même  à  représenter  cette  substitution  par  le 

remplacement  de  M'   par  M".  Aloi-s  le  produit  (  .,  •^  )  (    ,,,  1  est  repré- 
senté par  le  remplacement  de  M  par  M'. 

En  se  bornant  aux  points  à  coordonnées  entières,  le  point  M  appar- 
tient au  réseau  construit  sur  OAEB  ;  le  point  M    à  celui  construit  sur 

OCl'D.  On   peut   dire  que  la   substitution  (     „  1  a  pour  effet  de  ren\- 

plarer  le  premier  réseau  par  le  second. 

Si  a,  ^,  '!,  5  sont  entiers,  le  second  réseau  est  contenu  dans  le- 
premier.  Si  de  plus  la  substitution  est  une  substitution  unité,  le  paral- 
lélogramme OCFD  a  pour  surface  rh  i .  C'est  donc  un  parallélogramme 
élémentaire  du  premier  réseau.  Dans  ce  cas  les  deux  réseaux  coïn- 
cident. 

Des  considérations  tout  à  fait  analogues  s'appliquent  ii  la  représen- 
tation dans  l'espace  des  substitutions  sur  trois  variables. 
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THÉORIE    ALGÉBRIQUE 
DÉS      FORMES      LINÉAIRES 


245.  —  Nous  uliliserons  dans  ce  cliapilrc  in"  262"  la  noiion  de 
■dérivée.  Nous  la  supposons  acquise.  Nous  pouvons  d'ailleurs  remar- 
quer qu'il  ne  s'agit  que  de  dérivée  d'un  polynôme  entier,  et  qu'elle 
«'intervient  que  pour  déduire  certaines  identités.  Pour  ne  pas  mêler  à 
l'étude  qui  nous  occupe  une  théorie  absoluniciil  étrangère  (celle  des 
dérivées  considérées  comme  rapport  d'accroissements",  on  peut  su|)- 
poser  qu'on  ait  procédé  de  la  la^on  suivante  ; 

On  appelle  dérivée  par  rapport  à  .t  du  polvnôme 

<i„.T"'  -f-  a,a-"'-'  -h  ...  -h  a„,_,x  -f-  a,„ 
le  polynôme 

m«„x"'^'  -H  (m  —  i)a|.T"'~*  -+-  ...  ■+-  a,„_i. 

La  dérivée  d'un  polvnomcypar  rapporta  x  se  désignera  par  f,' .  ou  par 

:    ,  ou  simplement  par  f  (|uand  il  n'v  aura  pas  d'ainhiguilé  à  craindre. 

On  obtient  sans  peine  les  propositions  suivanles  dont   les  démonstra- 
tions se  réduisent  à  des  vérilicalions  dideiitités. 

I.  La  dérivée  d'une  ronslanle  est  zéro  el  réciproijuemenl. 
11.  La  dérivée  def-hg  —  /(...-(-/  estf  -+-  if  —  li'  ...  -h  I'. 

III.  La  dérivée  de  f  g  eslfg   -hf'g.  l'ius  généralement  la  dérivée  de 
Jg  ...  k  eslfg  ...  A-  ^fg'  ...  k  +  .....  -f-/^  ...//. 

IV.  Comme  cas  particulier  du  précédent,  la  dérivée  de  f"'  (m  entier  >  o) 
«s/  mf"'-\f'. 
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■   f 

^  .  .S'i-     esl  indépendant  de  x,  on  n 
9 

f'J-'  —  Of.'  ^-  o 
el  rcciproiiuenient. 

246.  On  appelle  foritie  un  pnlynonie  homogène. 

Un  distingue  les  lornies  suivaiU  leur  degré.  Il  v  a  celles  du  premier 
deijré  ou  linéaires,  celles  du  second  detjré  ou  ijuadraliques,  celles  du 
troisième  degré  ou  cuinqnes,  celles  du  (inatrièine  degré,  etc. 

Nous  ne  voulons  éludicr  ici  que  les  l'ornics  linéaires.  Néanmoins, 
ceiiaines  des  notions  que  nous  allons  développer  tout  d'abocd  s'ap- 
pliquent aux  formes  de  n'impoite  quel  degré. 

Avant  de  traiter  la  théorie  aritlimétiquc  des  formes  nous  devons- 
dire  quelques  mots  de  la  tlléorie  algébrique.  Les  formes  et  les  substi- 
tutions dont  il  va  s'agir  tout  d'abord  sont  donc  à  coefficients  quel- 
conques. 

Quand  on  effectue  sur  les  variables  (|ui  entrent  dans  une  forme  une 
substitution  linéaire,  on  obtient  une  autre  forme  du  même  degré.  On 
dit  que  la  première  contient  ahjéhri(fnement  la  seconde.  La  forme  obte- 
nue en  appliquant  à  une  forme  /",  une  substitution  S,  sera  souvent 
désignée  par^S. 

Si  la  substitution  esl  réversible,  il  arrive  en  même  temps  que  la 
seconde  forme  contient  la  première.  On  dit  dans  ce  cas  que  les  deux 
formes  sont  équivalentes  alijéhriiinenient.  (Comme  dans  ce  qui  va  suivre, 
il  ne  s'agira  que  d'équivalence  algéliriqiie  nous  supprimerons  l'épilbète 
(i  algébrique  »). 

Cette  définition  de  l'équivalence  satisfait  aux  deux  conditions  sui- 
vantes qui  sont  nécessaires  pour  que  le  mot  ((  équivalent  »  puisse  être 
emplové. 

L  Toute  forme  esl  équiviilenle  à  elle-même.  Car  elle  se  déduit  d'elle- 
même  par  la  transformation  identique. 

II.  Deii.r  formes  étiuivalenles  à  une  troisième  sont  éijnividenles  entre 
elles. 

En  eifef,  soit  la  forme/ équivalente  à  la  forme  y  et  à  la  forme  A.  Soit 
S  la  substitution  pour  laquelle  on  passe  de/ à  3.  et  T  colle  par  la- 
quelle on  passe  de /à  h.  Les  substitutions  S  et  T  sont  réversibles.  On 
passe  de  g  a  h  par  la  substitution  S~'ï  et  de  h  à  g  par  la  substitution 
T^'S.  Doue  g  el  h  sont  équivalentes. 

247.  riiÉonÈ.\iE.  —  Si  une  forme  f  esl  contenue  dans  une  forme  g 
contenue  elle-même  dans  une  forme  h,  laformef  est  contenue  dans  la 
forme  h. 


2o6 
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Soit  s  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  h  à  (j.  T  colle  par 
laquelle  on  passe  de  g  à/.  On  passe  de  h  kf  par  la  suljstilulion  ST. 
Donc  y  est  contenue  dans  h. 

Exemple.  —  I.  Sur  la  forme 


X-  -h  — 

2 


on  l'ail  lu  substitution  réversible 


3\ 


on  obtient 


'l^    V- 

3*"  +  Sxy-i-'^^  • 


Ces  deux  formes  sont  équivalentes  aigébricpicment. 
11.  Sur  la  forme  ' 


V- 


-3 


•'    ^  7  ^  3  • 
•on  l'ait  la  substitution  non  réversible 


On  obtient 


1  1     „        I  ,    Il     , 

()  .5    •'         ()  •' 


La  première  forme  contient  la  seconde. 

248.  Définition.  —  On  appelle  substitution  aulomorphe  d'une 
forme,  une  substitution  qui  transforme  cette  forme  en  elle-même.  En 
particulier,  toute  l'orme  admet  comme  substitution  aulomorpbc,  la 
substitution  identique;  mais  elle  peut  en  avoir  d'autres. 

TniooHÈME.  —  Les  sulistUulions  autoinorphes  d'une  forme  aonslitueni  un 
groupe. 

Car  il  est  liien  évident  que  si  une  substitution  ne  change  pas  une 
forme,  son  inverse  ne  la  cliaiiiie  pas  non  plus.  De  même  si  deux 
sub.ititutions  ne  changent  pas  une  forme,  leur  produit  ne  la  change 
ipas  non  plus. 
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249.  —  La  problème  fondamenlal  de  la  théorie  algûbriquc  des 
formes  est  ;  élanl  données  deux  formes  reconnuitre  si  elles  sont  équiva- 
lenles  ;  ou  si  l'une  conlienl  iaulre  ;  el  Irimuer  les  sabslilutions  linéaires 
transformant  Fane  dans  l'autre. 

Pour  résoudre  ces  problÎMiies  on  peut  essayer  de  procéder  de  la  fa- 
çon suivante  :  Appli'juer  à  l'une  des  formes  une  substitution  linéaire  à 
coefficients  indéterminés  el  chercher  à  déterminer  ces  coefficients  de  façon 
V(  retrouver  l'autre  forme.  Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  résolution 
d'un  SYstèmc  d'équations 

Dans  le  cas  où  les  formes  proposées  sont  linéaires,  ces  équations  le 
«ont  aussi,  et  le  calcul  peut  être  poussé  jusqu'au  bout. 

.\otalion.  —  Il  nous  arrivera  quelquefois  de  désigner  la  forme 
linéaire  a,x,  -f-  o^Xo  -t-  ...  -t-  a,^„  par  (n,,  a-,,  ...  a,,;. 

250-  Théorème.  —  Toute  forme  linéaire  non  identiquement  nulle 


■est  équivalente  algébriquement  à  :r,. 

En  elfet,  a,,  a-i,  ...  a„  n'étant  pas  tous  nuls,  soit  pour  Oxcr  les  idées 
fl,  ;zf  o.  On  voit  aloi-s  immédiatement  une  substitution  réversible  qui 
transforme  a-,  en  n^x,  -^  UiX,  -f-  ...  -j-  a,^x„. 

C'est  la  substitution 


a, 

rtj 

■  n„ 

0 

I 

o  . 

..    0 

0 

o 

!.. 

..  o 

dont  le  déterminant  est  o,  (jui  est  ;zf  o. 

A  ce  point  de  vue  .r,  peut  s'appeler  forme  réduite  de  toute  forme 
linéaire. 

Conséquence.  —  Deux  formes  linéaire.^  quelconques,  non  identiquement 
nulles,  sont  équivalentes  entre  elles. 

251-  —  Il  est  d'ailleurs  facile  de  déterminer  toutes  les  substitutions 
par  lesquelles  on  passe  d'une  forme  linéaire /à  une  autre  g. 

On  a  en  effet  déterminé  une  certarine  substitution  S  par  laquelle  on 
passe  de  x,  à  /et  une  certaine  substitution  ï  par  laquelle  on  passe  de 
X,  à  g.  Soit  V  une  substitution  automorplie  quelconque  de  x,.  Toute 
substitution  de  la  forme 

S-'VT 
répond  à  la  question. 
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Héciproquemenl  toulo  subslilution  l  répondant  à  la  (|uc'stion  est  de 
celle  lorinc.  Car  U  Irarisloiniaiit  /  en  ij  ;  SUT^'  tianslbrmc  a;,  en  x,. 
Donc  c'est  une  subslilulion  L  automoiplic  de  .r,,  appelons-la  V,  de 
sorte  <|iie 

SUT    '  =  V. 

Miilliplianl  les  deux  membres  île  colle  égalité,  à  droite  par  T 
à  gauche  par  S~'  il  vient 

U  =  S'VT. 

Resteà  trouver  les  subsliliitioiis  auloiiior|)lies  de  .',.  Or  elles  sont 
évidentes.  Ce  sont  celles  dans  Icsciiielles  x,  esl  remplacé  par  .r,  et 
.T;,  Xj  ...  x„  par  des  fonctions  linéaires  homogènes  quelconques  de 
.r,.  X.,,  ...  x„. 

Exemple.  —  Soient  les  l'ovmes 

Y        z 

X  —  -  -H  1. 

a        a 

V 


6       ' 


S  est  ici 


T  est 


L  esl  de  la  l'orme 


L'expression  générale  des  substitutions  cherchées  est 


1   - 

I 

' 

3 

:i 

0 

I 

0 

0 

0 

I 
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0 

I 

0 

Q 

0 

I 

'3'^2'~3 


-  À'  -f-  •/ 


),  IX.  ...  v'  étant  arbitraires. 

Remarqiie.  —  Toute  forme  non  idenUiinemeid  nulle  conlieni  la  forme 
idenliijueiuenl  nnlle,  mais  n'est  pas  contenue  par  elle. 

252.  Systèmes  de  formes-  —  On  a  souvent  a.  considérer  des 
sys/f/nes  de  lornies. 

Dans  un  svslônie  de  lornies  nous  tiendrons  compte  de  l'ordre  dans 
lequel  sont  rangées  ces  formes.  Deux  systèmes  ne  seront  considérés 
comme  identiques  (jue  s'ils  contiennent  les  mêmes  formes  dans  le 
même  ordre. 

On  définit  comme  pour  mie  seule  forme  les  expressions  «  système 
<:ontenu  dans  un  tiutre  »  et  «  sYsIfutes  é<iutvalenls  ».  Les  théorèmes  des 
n"  246  et  247  s'appliquent  aux  systèmes  de  formes. 

Ecemple.  —  Soit  le  système 

\  X   +  2y  —  z  yi 
I  X'  H-  y"-  -h  iK 

'À'y  l'on  elfectue  la  subslilulion  réversible 
5  +  3  v/2 


7 


Cahes.  —   Théorie  des  aouihres    t.  I. 
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on  obtient  le  svslcnie  équivalent  algébriquement 

X 


/  z  (43  ~  3o  V  2)  X-  4-  5r'  +  -  r=  —  ^3 y:  -}-  :>.  (2  \  '2  4-  S)  :x. 

Si  sur  le  même  système  on  fait  la  substitution  non  réversible 

/ 


on  obtient  le  système 

_  3^  -t-  (5  —  y/a)  r  —  (4  -t-  V^à)  - 

5.1;-  -f-  II  V-  -+-  i.'i  c-  —  20  v;  H-  16 --.r  —  14  ''v 

qui  est  contenu  algébriquement  dans  le  premier. 

Les  substitutions  automorplies  d'un  système  se  définissent  comme 
pour  une  forme.  Le  théorème  du  n  248  a  son  analogue  pour  les 
systèmes. 

Prtiblème  fondainenial .  —  Enoncé  et  solution  identiques  à  ceux  du 
n"  249' 

Cherchons  im  énoncé  analogue  à  ceux  du  n"  250  et  un  système 
rêdull.  Auparavant,  rappelons  les  notions  suivant&s,  tpii  sont  clas- 
siques. 

253.  Formes  linéaires  dépendantes  ou  indépendantes.  — 

Des  formes  linéaires  sont  dites  (/('pe/u/'i/ito  linriurfueiit  iorscpiil  existe 
entre  elle*  une  relation  idenlinne,  linéaire,  homogène,  à  coeJjicienU  non 
lotis  nuls. 

Des  formes  linéaires  sont  dites  imlépendantes  liiii'tiiifineiil,  lorsqu'une 
telle  relation  n'existe  pas. 

Lorsque  des  formes  linéaires  sont  irulépendantes  linéairement  on 
peut  donner  aux  variables  des  valeurs  telles  que  ces  formes  acquièrent 
des  valeurs  quelconques  données  à  l'avance. 

11  en  résulte  que  des  formes  indépendantes  linéairement  sont  indé- 
pendantes d'une  façon  absolue;  il  ne  peut  exister  entre  elles  de  relation 
idcntifpie  d'aucune  sorte,  l'our  celte  raison  nous  les  appellerons  sim- 
plement «  indèpciulanlcs  ». 

De  même  nous  dirons  formes  «  dépendantes  »  au  lieu  de  formes 
((  linéairemenl  dépendrtitles  n. 

Considérons  des  formes  linéaires  et  supposons  leurs  coefficients 
écrits  en   tableau   rectangulaire,   les  coefficients   d'une    même   forme 
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étant  sur  \ino  mfmc  ligno,  ceux  d'une  morne  variable  sur  une  mî'mc 
colonne, 

Tiu-:oiu';me.  —  La  condition  nécessaire  et  siifjisanle  pour  ijue  des  formes 
linéaires  soient  indépendantes  est  que  :  i"  ces  formes  soient  en  nombre  non 
supérieur  aux  variables  ;  2"  (jue  les  déterminants  du  tableau  de  leurs  coeffi- 
cients ne  soit  pas  tous  nuls.  Ce  théorème  est  classique. 

Rang  d'un  système  de  formes  linéaires.  —  C'est  le  ranj;  du 
tableau  des  coedicienls  de  ces  formes  n  168).  Le  théorème  précé- 
dent a  comme  conséquence  immédiate  : 

Le  ranij  d'un  svstème  de  formes  linéaires  est  étjal  au  nombre  maximum 
de  formes  indépendantes  qu'on  v  peut  trouver. 

Il  en  résulte  qu'il  ne  cliaiige  pas  par  une  substitution  réversible. 

.\(itation.  —  Nous  désignerons  quchjuelois  un  svstème  de  formes 
linéaires  par  le  tableau  de  ses  coefficients,  par  exemple 

a.T   -h  by    -i-  cz  .'abc 


c^x  -i-  l^y  +  c'z  V     b' 


Ces    notions   étant   rappelées   voici    réfinncé   analogue   à  celui   du 
n-  250. 

254.  Théobkme.  — ■    T'iiU  système  de  p  formes  linéaires  indépendantes 
est  éiiuivalente  au  système 


(0 


X, 

x< 


Soit  le  système 


!a,.|.r,  -H  ...  -4-  «,,p.T,,  -!-  ...  -+-  a,.„x„ 

a,,., a;,  •+-  ...  -I-  np.,,.-r,,  -+-  ...  +  a,,^„T„ 

Puisqu'il  se  compose  de  formes  indépendantes  on  n  n  '^  p  et  l'un  au 
moins  des  déterminants  du  tableau  n'est  pas  nul.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  ce  soit  celui  formé  par  les  p  premières  colonnes.  On 
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voit  alors  une  subslilution    n'versible  qui  transforme  le  svsième  (i) 
dans  le  système  (i):  c'est  la  subslilution 


{■^) 


dont  le  déterminant  est  le  délerminaiit  snpposi''  dilTérent  de  zéro.  Le 
tbéorème  est  donc  démontré. 

A  ce  point  de  vue  le  système  (i)  peut  s'appeler  système  réduit. 

Conséijaenre.  —  Deux  systèmes  de  p  formes  indépendantes,  sont  équi- 
valents entre  eux. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  déterminer  toutes  les  substitutions  par 
lesquelles  on  passe  de  l'un  à  l'autre.  On  voit  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  du  n"  251  que  cela  revient  à  trouver  les  substitutions 
automorphes  du  système  (r). 

Or  elles  sont  évidentes.  Ce  sont  celles  dans  lesquelles  a'i  est  rem- 
placé par  r,,  r^  par  .r,,  ...  x^,  par  x^,  et  .r^j^i,  x^^i.  ...  a;,  par  des 
fonctions  linéaires  homogènes  quelconques  de  x,,  Xi,  ...  x„. 

E.ceniples.  —  Soient  les  systèmes 


\  IX  — 


1 

2.V 


X 


S  est  ici 


et  T  est 


,    Quant  aux  substitutions  L  il  n'y  en  a  ici  qu'une 
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Donc  il  !i')  a  qu'uiu!  substitution  réponil;mt  à  la  question  et  c'est 


c: 


\o      1/ 


_:'  J 

27  l'S 

•  ■  -_  ^ 

27  il 


255.  —  Clieixlions  niainlenaiit  des  énoncés,  généralisations  dos 
précédents  pour  des  systèmes  tle  lonncs   non  forcément  indépendantes. 

J  HÉORÈME.  —  Tout  sYslèinc  de  lonnes  Itnéaires  est  équivalent  à  un  sys- 
tème déformes  constitué  de  la  façon  suiuunle  : 

La  première  forme  se  réduit  à  a:,. 

/j'(is(((/e  i7  _v  a  un  certain  nomlire  [pouvant  d'adlcurs  être  zéro)  déformes 
qui  ne  contiennent  que  a-, . 

Ensuite  une  forme  qui  se  réduit  àx^. 

Puis  un  certain  noudtre  (pouvant  être  nul)  déformes  qui  ne  contiennent 
que  Xi  et  X-,- 

Puis  une  forme  qui  se  réduit  à  :cj,  etc. 

Le  nombre  des  variables  dans  ce  système  réduit  est  éqal  au  rang  du 
système  (' ]. 

Un  tel  système  sera  dit  réduit. 

Voici  par  exemple  un  système  réduit  : 

I         2*1 

.r, 

(3)  ^         Xi~i^x, 

-  3j-,  -^  .r.>  —  Xi  —  Xi 
(1)  Autrement  dil,  dans  le  tableau  des  coefficients,  la  largeur  =  le  rang. 
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Dèmoiislralion.  —  Nous  pouvons  par  une  subslitulion  linéaire  ré- 
duire la  première  forme  à  x,  (n"  250 1. 

S'il  arrive  alors  que  toutes  les  autres  lorijies  ilu  système  ne  con- 
tiennent plus  ([ue  la  variable  .Tv.  le  svslènic  est  réduit.  Sinon  considé- 
rons la  première  des  formes  pour  laquelle  cela  n'a  pas  lieu. 

Soit  'ij-,  H-  iix-i  -h  CX3  -f-  ...  cette  forme. 

Nous  ne  touchons  plus  à  j'i  do  fai;on  à  ne  pas  moclilier  les  formes 
précédentes,  mais  par  une  substitution  linéaire  opérée  sur  .Vi,  Xi,  ... 
nous  réduisons  hx^  -+-  ex,,  -+■  ...  h  x,.  l'ar  suite  la  Ibiine 

ax,  +  bx-,  +  cXi  -(-... 
devient 

aXi  +  Xi. 

Faisons  niaiiileiiaiit  la  sulistitulion 

.7--,  I  — n.r,-+-a-j. 

Alors  les  premières  Ibrmes  qui  ne  conticniieiil  que  ,/•,  restent  in- 
changées, mais  la  suivante  devient  x-^. 

S'il  arrive  alors  que  toutes  les  autres  formes  du  svstème  ne  con- 
tiennent plus  que  Xi  et  Xt  le  système  est  réduit.  Sinon  considérons  la 
première  des  formes  pour  lesquelles  cela  n'a  pas  lieu.  Soit 

dxi  -f-  e.ro    ■  Jxi  -4-  (/r.,  -{-  ... 

cette  forme.  Nous  ne  touchons  plus  à  x,  ni  à  x^  de  fa(,on  à  ne  pas  mo- 
difier les  formes  précédentes,  mais  par  une  substitution  opérée  sur 
Xi,  X,,,  ...  nous  réduisons  /'.r;,  H-  (JX;    I-  ...  à  x.,.  Par  suite 

dxi  4-  ex-,  -^ pi  -\--  'J>';  -h  .•• 
devient 

J»i  -+-  eXn  -+-  x^. 

Faisant  maintenant  la  substitution 

.T:i   I    —  dx^ e.T.j  -+-  Xt 

cette  forme  devient  x ,,  tantlis  que  les  précédentes  ne  changent  pas.  Et 
ainsi  de  suite. 

Le   rang  du   système   est  égal   au   nombre  des  variables  du  système 
réduit.   En  ellel,  il  est  bien  évident  que  les  formes  x,,   x^,   ...    du 
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syslème  réduit   sont  indépeiidaiiles,  mais  ([uc  Jcs  autres  dcpeiident  de 
celles-là. 

256.  Thkoiikmi:. —  Deux  systèmes  rédiiils  ne  peuvent  être  équivalents  que 
.s-'i7sso;i<i(/e/iit(j(ifs.  Considérons  par  e.xeniple  le  système  (.3),  et  cherchons 
une  substitution  réversible  S  qui  le  transforme  en  un  autre  système 
réduit  (3').  Connue  (3  )  est  réduit,  sa  première  forme  est  :fi  ;  donc  S 
transforme  .t,  en  .r,.  Mais  alors  la  seconde  forme  de  (3)  qui  est  2  a-,  se 
transforme  en  a./-,  ;  donc  la  seconde  forme  de  (3')  est  aussi  a.*,. 

Ensuite,  on  voit  que  la  troisième  forme  de  (3')  est  x.,.  En  efl'et, 
sinon,  comme  (3')  est  réduit,  elle  serait  de  la  forme  «x^  ;  alors  S  qui 
transforme  déjà  x,  en  .r,  devrait  en  plus  transformer  x-.  en  ax,,  de 
sorte  qu'elle  ne  serait  pas  réversible. 

La  troisième  forme  de  il;  étant  x-..  cela  prouve  (jue  S  transforme 
aussi  .T.;  en  x.,. 

Et  ainsi  de  suite.  Finalement,  on  voit  que  S  transforme  .r,  en  ./'i, 
x-i  en  .T..,  Xj  en  x^  et  x^  en  x^.  Donc  (3')  est  identique  à  (3). 

Consèqueme.  — •  Pour  voir  si  deux  systèmes  F  et  G  sont  équivalents, 
on  forme  leurs  svstèmes  réduits  et  Ton  voit  s'ils  sont  identiques. 

Supposons  cette  condition  remplie  et  soit  H  ce  svstèmc  réduit.  En 
même  temps  on  a  une  substitution  S  transformant  11  en  F,  c'est  celle 
qui  transforme  J|,  x-,,  ...  en  les  formes  de  même  rang  dans  F,  ;  et  de 
même  une  substitution  T  transformant  II  en  (j.  Quant  aux  substi- 
tutions autoniorphes  de  H  elles  sont  évidentes,  et  le  problème  de 
trouver  les  substitutions  transformant  F  en  G  est  résolu. 

Remarque.  —  Nous  avons  dit  n^  252)  <fue  l'ordre  dos  formes  d'un 
système  importe.  Mais  pour  comparer  deux  svstèmes,  on  peut  cbanser 
cet  oi-dre  de  la  même  façon  dans  les  deux  systèmes.  C'est  pourquoi  on 
suppose  en  général  que  dans  un  système  de  rang  ;•  les  ;■  premières 
formes  sont  indépendantes.  Alors  dans  ce  système  une  fois  réduit  les 
r  premières  formes  sont -r,,  I.,,  ...  Xr,  et  les  suivantes  ne  dépendent 
que  de  J',,  a"^,  ...  x^. 

257.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  sys- 
tème en  contienne  un  autre.  —  On  voit  immédiatement  cpiil 
faut  que  le  rang  du  premier  soit  égal  ou  supérieur  à  celui  du  second. 
Car  le  rang  d'un  système  ne  peut  augmenter  par  une  transformation 
linéaire,  puisque  les  relations  qui  existent  entre  les  formes  de  ce  sys- 
tème existent  encore  après  la  transformation.  On  en  conclut  que  deux 
systèmes  équivalents  ont  le  même  rang.  .Mais  la  condition  précédente 
n'est  pas  suflisanle.  Cherchons  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes. 
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Soient  les  sjslèmes,   que   nous   rcpréseiilons  par  lis  hibicaux  de  leurs 
coefficients 

"1,1  ■■■  Ol.,i\  / ^\,\  ■■■  ''1,./^ 

cl 


l'our  écrire  (|ne  le  ])icini<'r  conlieiit    li'   secoiul,  je  vais  écrire  qu'en 
appiiqiiani  au  premier  une  sulislilulion 


on  trouve  le  second.    11    \ienl   ainsi  pn   équations  dont  les  p  premières 
sont 

["i. 1^1,1    -+-    "1, ■.•«.■, I    H-    •■■    -(-    "l.nT„.\   -=   '>l.l 
)   "j.lïl.l    -H    "■.■■^■2.i     -+-    ■■■    -+-    «2,«'<.,1     =    fci.l 


et  forment  un  système  où  les  inconnues  sont  a,  ,,  ij  ,,  ...  y,,  ,. 

Les/)  suivantes  se  déduiraient  de  celles-ci  en  remplaçant  les  incon- 
nues »,,,,  cfj  ,,  ...  a„  I  par  les  inconnues  a,  0,  "2.2  •••  ^n.-2  et  les  termes 
tout  connus  /'i,|,  b^,)  ....  i„.f  par  /<|,..,  fco,i,  ...,  6„.o.  Klles  lornicnt  un 
système  où  les  inconnues  sont  «i,,,,  «j.j,  ...  '„,,. 

Et  ainsi  de  suite;  on  a  ainsi  ;i'  systèmes.  11  faut  exprimer  qu'ils  sont 
possibles.  On  obtient  ainsi  (  n"  1671  (es  conditions  suivantes  :  Il  faut  et 
il  sullit  ou  bien  que  le  premier  svsième  ne  se  compose  que  de  formes  iiidè- 
pendanles  entre  elles;  ou  bien  sinon,  que  tous  les  déterminants  obtenus  en 
bordant  le  déterniinani  principal  du  premier  système  par  une  ligne  qui  n'y 
entre  pas  et  par  une  colonne  empruntée  au  second  système  soient  nuls. 

On  obtient  ainsi  (/<  —  r)  n  conditions  distinctes,  qui  sont  nécessaires 
cl  suffisanles  pour  que  le  premier  s\slème  contienne  le  second  (r  = 
rang  du  premier  système). 

On  peut  remplacer  cet  énoncé  par  un  autre  plus  simple  de  forme 
mais  qui  donne  des  conditions  surabondantes.  D'après  cequ  onadilau 
n"  168.  on  peut  dire  :  l'inu-  (jue  le  svsième  (a)  contienne  le  système  {b) 
il  faut  et  il  suffit  que  le  tableau  des  a,  et  les  tableaux  obtenus  en  le  bordant 
par  une  colonne  quelconque  du  tableau  des  b  aient  tous  même  rantj. 
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Maison  peut  encore  simplilier  la  forme  de  cet  énoncé  et  dire  :  Pour 
que  le  système  (a)  contienne  le  SYslème{h,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système 

(a)  et  le  système  (nb:  obtenu  en  juxtaposant  horizontalement  le  système  (a) 
et  le  système  (b)  aient  le  méntr  ranj. 

Si  r  =r  p  le  tlicorcnie  est  évident. 

Si  ;•  <[  /).  pour  le  démontrer  il  sufl'it  ovidemnuMil  de  dénioiitrer  que  ; 

.S'i7  V  a  dans  le  tableau  (a)  un  délerminanl  d'ordre  r,  différent  de  zéro, 
si  tous  les  déterminants  d'ordre  r  -h  \  du  tableau  (a)  sont  nuls;  s'il  en  est 
de  même  de  tous  les  déterminants  d'ordre  '"  -I-  i ,  71/0»  peut  jormcr  en  rem- 
plaçant dans  l'un  des  prérédenls  une  colonne  de  (n)  par  une  colonm  de  (h); 
il  en  sera  de  même  de  tous  les  déterminants  d'ordre  r -i-  1  du  tableau  {ab). 

Kn  ellet  il  sullit  d'après  ce  rpi'i)!!  a  dit  au  n"  168  de  le  démontrer 
pour  ceux  de  ces  déterminants  qui  admettent  cumme  mineur  le  déter- 
minant principal  du  tableau  (a).  Alors  cela  résulte  du  théorème  énoncé 
au  n"  176. 

Connue  cas  particulier,  si  on  considère  un  système  (a)  et  le  système 

(b)  obtenu  en  supprimant  dans  (^/ 1  certaines  colonnes,   le  système  (a) 
con'ient  le  système  (l>).  Ainsi  le  système 

gx  -1-    3  V  -+-    2r  -f-  < 


3 
5a; 


o  ./■  —  I  o  V  -f-    .   :  —  :i  t 


contient  le  système 


o 


2  ., 
3.V  -  6y 

5  .r  —  y 

3  .'■  —  101 


car  le  second  se  déduit  du  premier  par  la  subslilulion 


258  Invariants  dune  forme.  —  On  appelle  invariant  dune 
forme,  une  lonition  rationnelle  l(i.  b,  ...),  des  coelficients  a,  b.  .  .  de 
cette  forme,   telle  que  si  Ion  elTectue  sur  les  variables  une  substitution 
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linéaire  quelconque,  cl  quon  appelle  a! ,  h' ...  les  coefficients  de  la  l'orme 
Iranstonaée,  on  ait 

(4)  I(«'.  h,  ...)  =  M   X  \{a.h,  ...) 

M  no  tli'pendant  que  des  coedicieiits  de  la  sidjslitulion. 

L'intérêt  que  présciiteiil  les  iuvariiinls  consiste  en  ceci  :  un  invurianl 
'égalé  à  cc'ro  exprime  une  pr^pnélé  de  la  Jonne  'yiii  salisiste  après  toute 

sulistituli'in. 

Kn  ellel  si  I  u,  h.  ...)  est  nul,   !(«',  b',  ...)  l'est  aussi  d'après  la 

relation  (4). 

Exemple.  —  Soit  la  foi'inc 

ax-  -+-  bxy  -)-  cy'. 

'  a  3 
Piir  la  substitution  (       ,  )  elle  devient 

V  Y  '■-  J 

a'œ^  -+-  h'ry  +  c'y' 
en  posant 

a'  =  ai-  -+-  bx'i  -+-  cv' 

//  =  2  ai?  -h  b'  (ao  -f-  p'c)  -r  2  c'-fo 

c'  z=  a3-  -f-  6^Y  -+-  co- 

Oii  trouve  raciienicnt  que 

Ita'c'  —  It-  ^--  :'».o  —  |ivi-  [l^ac  —  lir). 

Donc  !x  ac  —  Ir  est  un  invariant.  V.n  l'égalant  à  zéro,  on  ex])rinie  que 
la  forme  est  un  carré  parfait  algébrique. 

Invariants  absolus.  —  Lorsque  M  se  réduit  à  i  c'est-à-dire 
lorsque 

\{a\  b',  ...)  =  \{n.  b,  ...) 

l((i.  b,  ...I  est  dit  invariant  absolu. 

259.  Invariants  d'un  système  de  formes.  —  Tout  ce  que  nous 
venons  de  dire  d'une  Ibrnie  s'applique  à  un  système  de  formes.  Soit  par 
€xem|)le  le  système 

ax  -h  by 

ex  -4-  dy. 
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Par  la  suljstilulioii  C  )  il  devient 


(",?)"''- 


ex  ■+-  il  y 
en  posant 

a'  =  aa  -t-  ^Y       b'  ^  a^  -h  6S       <-•'  =  cx  -h  é;       d'  =  c^-i-  do. 

Or 

ad'  —  b'c'  :=  («0  —  i-f)  (m/  —  foc). 

Donc  ad  —  lie  est  un  invariant.  En  l'éi^alant  à  zéro,  on  exprime  (|ue 
les  lieux  formes  du  système  sont  dépendantes. 

Uemnriine.  —  Toute  constante  peut  être  regardée  comme  un  inva- 
riant absolu  d'une  l'orme  ou  d'un  système  de  formes  quelconques.  Mais 
cet  invariant  n"a\anl  aucun  intérêt,  il  sera  la  plupart  du  temps  supposé 
dans  la  suite  qu'il  ne  s'agit  pas  tl'un  tel  invariant. 

Nous  nous  proposons  de  chercher  les  invariants  des  formes  linéaires 
ou  des  systèmes  de  formes  linéaires. 

260.  Tin';oRÈME.  —  In  sysCciiie  de  formes  linéaires  indépendantes 
dans  lequel  le  nombre  de  formes  esl  inférieur  au  nombre  de  variables  n'a 
pas  d'invariant  (autre  (ju'unc  constante). 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  allons  considérer  un  système  de  deux 
formes  à  trois  variables,  mais  la  démonstration  est  générale. 

Soit  le  système 


ax  -t-  liy  -t-  cz 
a  X  -H  6'v  -f-  c'z 


(\ab 


<]ui  par  la  suiislitution 


se  transforme  en 


«n  posant 


a'^'Y'    j 

Ar  -+■  Bv  -+  Cî 
\'x  -h  B>  -h  C'z 

A  =  02  -h  ba'  ~  ex" 
B  =  ai  _i_  6i'  _(-  ci" 


C'=a'v-î-6'-;'  -t- 
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et  supposons  une  ionclion  des  coefficients  a,  h,  ...  c' 

\abc 
el  une  fonction  des  coefficienls  7,  3,  ...  -f" 


V?"yV 


telle  que  : 


,   r.   „    V 


.  \«",i"Y"/        ' 

Faisons  dans  celte  identité 

a  =:  1 ,     6  =  0,     c  =  o    ,    a'  =  I  ,     6'  ^  o,     c'  :^  o 


il  vient 


/a  2  •.  \ 
Puisque,  par  hjpothèse,  I  I    .'f,',l    n"esl    pas   une   constante,  cette 

quantité  n'est  pas  nulle  L'égalité  précédente  montre  donc  que 


est  indépendante  de  1".  i".  ■;". 

On  verrait  de  même  qu'elle  est  indépendante  de  o',  ^  ,  y  >  ^'  aussi 
de  »,  p,  •;:  c'est  donc  une  constante. 

Cette  constante  est  égale  à  1 ,  comme  on  le  voit  en  faisant  dans  l'éga- 
lité (5)     I  =  ^'  =:•;"=  '  et  ^  =  Y  =  *'  =  V'  =  a"  =  ,£  '  ^  O. 

On  a  donc 
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Mais  on  peut  'Jolerniinor  a:,  ^.  ...  -/'  de  lyvon  ([iie  A,  15.  C,  A  ,  H',  C, 
aient  les  valeurs  que  Ton  veut,  car  en  l'crivant 


aa 

-h 

b^' 

-^^ 

CJ" 

:   A 

a'ï 

+ 

b'o.* 

'-4- 

<;'/ 

= 

A' 

a'p 

+ 

^V 

-f- 

c?" 

= 

B 

a'S 

-1- 

b'W 

4- 

c'^" 

= 

IV 

a-( 

-1- 

b'i' 

+ 

c-/' 

= 

G 

«■'■[ 

+ 

b'Y 

-h 

c'-i" 

= 

C 

le   premier  sxstème   de  deux   équations  en    a,    2',    a",    est   possible 
puisque  ab'  —  bii'  ;zf  o,  et  de  même  les  deux  autres  systèmes. 
L'égalité  (6)  signifie  donc  que  I  est  une  constante. 

261.  Invariant  d'un  système  de  n  formes  linéaires  à  n 
variables-  —  Pour  sinqililicr  riVrilnrc  nous  allons  considérer  un  sys- 
tème de  trois  formes  à  trois  variables,  mais  les  calcids  s'appliquent  au 
cas  de  n  quelconque. 

Théorème.  —  Le  dèleniiiitnitl  d'an  syslèinc  de  n  jormes  linéaires  à  n 
variables  exl  un  iiivnriant. 

Soit  le  système 


a^^iX.  4-  a;i,.2.Ti  +  fls.jT., 


qui  par  la  substitution 


«1,3^ 


>'3,1    ^3,2  ^3,3 


se  transforme  en 

Al,,.Ti    +  A,,2.T,   +   A,,3,Tj 

Ai.l-T,    -f-  \-2,'>^i   +   A.2,3.T3  (A,.^  =  Oj,,a,,_,-|-a,^2Ï2,;  +  a,,3!'3,;) 

A3,, .T.    -+-   A3,3.r2    -i-   A3, 3X3 

On  voit  immédiatement  que  le  déterminant  des  A  est  égal  au  pro- 
duit de  celui  des  a  par  celui  des  a,  ce  qui  démontre  le  tliéorème. 

De  cet  invariant  D  on  déduit  immédiatement  une  infinité  d'autres 
invariants,  à  savoir  :   cD"',   c  et  m  étant  deux  constantes  quelconques. 
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262.  —  ^ous  allons  (lémonlrcr  qu'i'/  n'y  en  a  pas  d'autres  en  géné- 
ral, c'est-à-dire  si  les  coefficients  a  sont  quelcon(|iies. 
Soit 


un  invariant,  tel  (]iie 

/A,,,...  \,.,,   ,  /  ^^l.l-'.'l.A  /Ol.f-C,,:, 

(7)  I      ....=,...       I       ..     . 

\A',,,...A;,,:,y  \aj^,...x,^,,/      \a-,^t...(h. 

Faisons  dans  celle  rgalilé  Oi,,  =  a^^o  =  03,^  =  i  et  tous  les  autres 
a  égaux  à  o;  il  \ienl  : 

(8)  .        -     .     .       =,       .     .     .    W-" 

\a3,l.--»:l,n/  \»:l,l.-.a:,,:i^/         \   O     l)     l   J 

Hn  introduisant  une  fonction  des  coefficients  J  lic'^i'  à  1  jiar  la  relation 

1        . 


l  ï-! 


:M.-.-':i,.i 


la  relation  (8)  devient 


'l,l---3l,3\  /  'l,l---"l.:l  ■ 


\'3,l---='a,;!/  Y»:),!-.- •':i,:i, 


et  alors  l'équalian  (;    devient 


(9) 


Telle  est  l'équalion  qui  doit  déterminer  la  fonction  J. 

Prenons  les  dérivées  de  celte  é(iuation  successivement  par  rapport  à 
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chacun  des  i,  puis  dans  les  résultats  faisons  ot,,,  —    a»,^  =  73,3  =  i    et 
tous  les  autres  i  égaux  à  o;  nous  obtenons  9  équations. 


</J 

JJ 

di 

,.J 

"l 

-1    ~i 

-+-  Ci, 

II 

4- 

a.i 

,  i     I 

=  K, 

•   ''",., 

(/a,,, 

dth,, 

-/J 

dJ 

rfj 

«1 

•'  ('«1.1 
d.] 

H-  f'i, 

di 

-+- 

0;. 

—  K, 

,lJ 

a, 

•'da,:, 

+  Ol,. 

'da,,, 

~^ 

a., 

'^^,, 

=    K;, 

,.J 

(/J  rfj  (/J       ,.    , 

"1,1     /    -    -t-  ":!,!    JZ 1-  <'3,l   J:r~    =  '^".ï"' 

rtn,.2  «02,2  ""1.2 


d.]  f/J  ^J  ,.         , 

«1.1    1 H   a»,.!   j r-    a;l,:l     1-     -   =    K:,,:,J 

t(a,.:i  "flo^j  af'i.i 


en  posant  pour  abréger 
K 


/i     o    o\ 


00    I 


Nous  avons  rangé  ces  équations  dans  un  ordre  tel  (|ue  les  trois  pre- 
mières ne  contiennent  que  les  dérivées 

dJ  d.i  dJ 

(/«!,,'  da,,i  (/«.,., 

les  trois  suivantes  ne  contiennent  que  les  dérivées 

rfj  JS^  j/J_ 

dai^i'  da-,.,'  da-,^, 

les  trois  dernières  ne  contiennent  que  les  dérivées 

dJ  rfJ  dJ 

da,^i'  da±,:t'  ^^3,3 

^cus  pouvons  donc  i'acilement  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de 
ces  dérivées  et  nous  trouverons  par  exemple 

di    Jx,K|.2At,,i+K3,.A|..,-|-R,,^ii.3l 

da,..,~  D 

en  désignant  par  I)  le  déterminant  des  a  et  jwr  ,.1.,,^  le  mineur  de  n,-,^- 
dans  ce  déterminant. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (i)).  et  dérivons-la  celle  fois-ci. 
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successivement  pur  rapport  à  cliariiri  îles  n,  puis  ilaiis  les  résiillals 
faisons  a,.,  ^^  a,.i  =^  Ui.i  =^  i  <'l  to;:s  les  uuhes  a  cpiux  à  o.  .Nous 
obtenons  neuC  éc|iialions,  ne  conlenanl  plus  (juc  les  \arial)les  i.  Coinine 
ce  sont  (les  \arialj|es  indépendanics  nous  pouvons  changer  la  notation 
et  les  appeler  <;.  Ces  neuf  éfpialions.  Iiailées  connne  lei  précédentes 
nous  donnent 


«J  JX    K., ,i,l,|, 2-4- IVl. 2.1^2, 2-f-K 


l.:!'>'3,2 


1 
Egalant  les  deux  valeurs  trouvées  pour    .        il  vient  : 

K,,,.1^i.,  -i-K.„Jm,2  +  K;,.a,|,n  =  K,,,.l.,,2  -h  K,,,,l,2,.,  +  K,,,l,,,2- 

Celle  é^'alité  a   lieu  quels  (pie  soient  les  ».    Mais  les  i  étant   arbi- 
traires, les  ..L  le  sont  aussi  (n°  XTl j.  On  a  donc 

Ko. 2  =  K,,, 
et 

K,.j  =  K,  ,,  —  K,.:,  —  o. 

On  Irouveiait  de  même 

1^3,3  =IVl    ,1 

et 

1^2.1  =  Kj.,  —  K,.,  =  o. 

Posons  la  valeiu'  commune  de  K,.,,  Kj.^,  K^,)  égale  à  m. 

I  1  1       ''■'      1  I 

La  valeur  de    ,         uevient  alois 
''"2,1 

t/J      Hl.lij^iJ 

•ce  qui  peut  s'écrire 

Or  .1,  ,  est  la  dérivée  de  D  par  rapport  à  n,.,  ;  donc  mI)'"-M.2,,  est 
la  (lérivéc  de  D"'.  Donc  l'identité  précédente  exprime  que  ,'-  est  indé- 
pendant de  a, .2  (n''245),  On  verrait  de  même  que  ce  rapport  est 
indépendant  des  huit  autres  variables  a.  C'est  donc  une  constante.  Il 

*n  est  de  même  de  ,.-^^.  puisque  I  et  .1   m'   dilTèicnt   (|ue  par  un  l'acteur 
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consluiit.  On  voil  donc  liiialoinoiit  (|iic  I  est  de  la  iorine  annoncée 
cl)"',  c  et  m  étant  des  constantes. 

En  (larticulier  lu  système  n'a  pas  d'antre  iiivaiiaiit  absoln  qu'une 
constante. 

En  ne  considérant  pas  connue  distincts  des  invariants  dont  l'annula- 
tion est  é(|uivalente,  on  peut  liire  que  le  système  n'a  (pi'un  i[ivariant, 
à  savoir  I). 

La  condition  D  ^  o  cxpiiinc  tpio  le  système  n'est  [)as  indépendant. 

263.  Jnvariants  d'un  système  de  formes  linéaires  non  in- 
dépendantes. ^  Soil  ji  loriiics  il  II  variables.  Sn|)posons  (pie  le  déter- 
minant principal  I),  soit  d'ordre  r  <  ji  et  pour  li.\er  les  idées,  suppo- 
sons qu'il  soil  formé  des  r  premiers  coellicients  des  r  premières  formes. 

Considérons  les  r[p  —  r)  déterminants  déduits  de  celui-là  en  v 
vemplavant  une  de  ses  r  lignes  par  une  des  //  —  r  suivantes.  Les  rap- 
ports de  ces  n /)  —  r)  déterminants  au  déterminant  principal  sont  des 
invariants  absolus  du  système,  et  il  n'y  en  a  pas  d'autres  indépendants 
de  ceux-là  non  plus  que  d'invariants  non  absolus. 

Désignons  pour  abréger  les  Ibrmes  par  X,.  Xo.  ...  X,.,  X,xi,  ...  X,,. 

D'après  les  hypothèses  on  a  de."  identités  de  la  forme 

.     X,4,    =    À|.,.^lXl     -I-    À2.,-1I^2   -+-    ■■■    -4-    '^r.r^lX, 

<■»  , 


-\,.  =         '-i.pX,  -+-      X,,,,\., -I-  ... -H     ).,,,pX, 
les  /.  étant  des  coellicients  cjni  sont  justement  égaux  aux  rapports  pré- 


cités, a  savoir 

•'"     D 


"1.; 


en  appelant  D,,,  le  déterminant   déduit   île    D  en    remplaçant  la  i^oie 
ligne  par  la  Ji-ino, 

()'.■  il  est  bien  évident  que  les  relations  (  co)  subsistent  entre  les 
formes  X  quelles  que  soient  les  variables  cii  fonction  descjuelles  elles 
sont  exprimées.  l..es  valeurs  de  ^  sont  donc  des  invariants  absolus.  Il 
n'y  en  a  pas  d'autres  absolus,  indépendants  de  ceux-là,  car  le  système 
réduit  est 


x. 


X-, 


>.i,,-+ia7i  -H  ).-j,,-+i.r-2  -(-  ...  -f-  \.,r+iJ^,- 


Caue.n.  —  Tliéorie  des  nombres,  t.  I. 
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Les  seuls  invarianls  absolus  qui  existent  doivent  donc  s'eipriuier  en 
fonction  des  cocllicients  de  ce  svstènie  réduit,  c'esl-ù-dire  des  X. 

li  n'_\  a  pas  d'ailleurs  d'invariant  non  absolu,  car  s'il  y  en  avait  un, 
ce  serait  aussi  un  inv;uiaiil  non  jiLisolii  pour  les  systèmes  de  n  formes 
qu'on  peut  extraire  du  s\sti'nie  des  y^  formes  données.  {Si  p  <Ci  n,  on 
adjoint  des  formes  identiquement  nulles). 

Or  ces  systèmes  n'ont  chacun  (|u'un  invariant  (|ui  est  leur  détermi- 
nant, mais  qui  ici  est  nul. 

264.  Système  complet  d'invariants  absolus.  —  On  appelle 

système  i  omplel  d'invariants  absolus  pour  un  système  de  formes  (sys- 
tème pouvant  se  réduire  à  une  seule  forme),  un  ensemble  d'invariants 
de  ce  système  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

l"  Us  sont  indépendants. 

2°  Deux  systèmes  de  formes  pour  lesquels  ces  invarianls  sont  les 
mêmes,  sont  équivalents. 

Les  invariants  absolus  que  nous  venons  de  signaler  pour  un  système 
de  formes  linéaires  forment  un  système  complet.  En  effet  ils  sont  in- 
dépendants, et  deu\  sv^tènies  de  formes  pour  lesquels  ils  sont  les 
mêmes  sont  équivalents,  puisqu'ils  ont  même  svstème  réduit. 
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LINÉAIRES 

A    COEFFICIENTS    ENTIERS 


265.  —  Dnns  ce,  qui  va  suivre,  sauf  avis  contraire,  il  s'agira  de 
formes  à  coefficients  enliers.  (^tuaiul  les  variables  recevront  des 
valeurs  particulières  ce  seront  des  valeurs  entières.  Enfin  les  subs- 
titutions seront  aussi  à  coefficients  entiers. 

Une  forme  à  coefficients  entiers,  dans  laquelle  on  donne  aa,\ 
variables  x,  r,  ...  des  valeurs  entières  x^,  y„,  ...  prend  une 
valeur  entière  a.  On  tlit  que  la  forme  represenle  cet  entier  <;  [lour 
Jes  valeurs  ,/'„,  jo.  ■■■  des  variables. 

Par  exemple  la  forme   a,r  +  3i'  —  5;   représente  l'entier  i,S,  pour 
Iles  valeurs  x  =  f\,  v  =  —  f),  j  =  —  !^  des  variables. 
De  même  la  forme 

x'   -+-  2J'' 

représente  l'entier  fi  pour  les  valeurs  x  =  2.  v  =  — -  r. 

C'est  un  des  problèmes  fondamentaux  de  la  théorie  qui  nous 
■occupe  de  trouver  les  entiers  représentables  par  une  forme. 

On  voit  donc  le  rapport  intime  qu'il  y  a  entre  cette  théorie  et 
l'analyse  diophantienne.  Car,  savoir  si  un  entier  a  est  représen- 
table par  une  forme  f{x,  y,  :,  ...)  revienti  à  savoir  si  l'équation 
diophantienne 

f{x,y,z,  ...)  =  a 

■est  résoluble. 
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266.   Représentation  propre  et  représentation  impropre. 

—  La  représentation  d'nn  entier  par  une  forme  e^l  dhc  propre- 
quand  elle  a  lieu  pour  des  valeurs  des  variables  premières  dans 
leur  ensemble  ;  impropre,  dans  le  ca.s  contraire. 

Par  exemple  la  forme 


représente  l'entier   i3  pour   les  valeurs  x  =-  It,  y  =  —  5,  .-  ^  —  It 
c'est  une  re[)résentalion  propre. 

Elle  représente  l'entier  —  34  pour  les  valeurs  a;  ;=  a,  v  :^  —  6, 
z  =;  4.  c'est  une  représentation  impropre. 

On  peut  se  borner  à  rétiide  des  représentations  propres,  car 
pour  connaître  les  entiers  ipic  représente  une  forme  quand  on  y 
donne  aux  variables  des  valeurs  ayant  un  plus  grand  commun 
diviseur  </ ;  il  suffit  de  connaître  les  entiers  qu'elle  représente  pro- 
prement et  de  les  multiplier  par  '/"'.  m  étant  le  degré  de  la  forme. 

267.    Formes    primitives   et   formes   non   primitives.  — 

Une  forme  est  dite  pi  imilive  quand  ses  coefficients  sont  premiers, 
dans  leur  ensemble.  Far  exemple 


2.r  -I-  3y  —  5z 


est  une  forme  primitive. 
De  même 

2x'-  -f-  Sry  -f-  5v-. 

En  tout  cas  tout  diviseur  commun  aux  coefficients  d'une  forme 
s'appelle  diviseur  de  la  forme  et  le  plus  grand  s'appelle  le  p/t*s 
ijranil  diriseiir  de  la  forme. 

Par  exemple  la  forme 

6x  —  i8v  -f-  3oc 

a  pour  plus  grand  diviseur  6  ; 
la  forme 

liX-  —  ViXy  -+-  aj-, 

a  pour  plus  grand  diviseur  a. 
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Toute  foiino  non  ])iiniitive  est  évkleinment  identique  au  pioduit 
■de  son  pl^is  grand  diviseur  [)ar  >uie  lorine  ()riiuitive.  Ainsi 

ûx  —  i8v  H-  3oz  =  6  (x  —  .'ij  -+-  5r). 

Il  en  résulte  que  l'étude  des  l'ornies  non  primitives  se  ramène  à 
celle  lies  formes  piimilives. 

268.  Forme  contenue  arithmétiquement  dans  une  autre. 

—  Ou  (lit  (|u'uiie  Iciiiue  est  nuilinne  nnlhiiiclujiu'nu'nl  dans  une 
autre  lorsqu'elle  s'en  déduit  par  une  substitution  linéaire  à  coeffi- 
cients entiers. 

Comme  dans  ce  qui  va  suivre,   il  ne  s'agira  que  d'équivalence 
arithmétique  nous  supprimerons  l'épithète  d  arithmc tique  ». 

Par  exemple  si  dans  la  forme 

2j;  H-  3j  —  bz 
•on  fait  la  substitution 

X  =  X   -r-  3  v'  —      z' 

y  =^       2x'  —  9v'  4-8;' 
r  =  —  ix'  -i-  9/  -H  :\z' 
on  obtient 

285;'  —  66  y'  H-  7:'. 

La  première  forme  nmiient  la  seconde. 

De  même  si  dans  x^    ~  2v'  —  :'  on  fait  la  substitution 


X 

X  -h  y  -h  z 

y 

X  -h  y  —  z 

z 

—  X  -h  V 

«n  obtient 

-'ie'  -+-  2 v'  —  .-'  H-  6.r-v  -t-  1  a.rv-  —  Sx-z  -+-  gxz^  —  3j^r  h-  gyz'  —  6xyz 

la  premiÎTe  forme  contient  la  seconde. 

L'origine  île  cette  dénomination  se  trouve  dans  le  théorème 
suivant 

Théorème.  —  Si  une  forme  en  contient  une  autre,  tons  les  en- 
tiers représentables  pur  la  seconde  le  sont  aussi  par  la  première. 


aSO  TnÉORIK    DES   NOMBRES 

Autrement  dit  :  l'i'iiseinlilc  di's  entiers  repn'sentalilrs  par  lu  prrmiire 
forme  contient  l'ensemble  des  entiers  représentables  par  I  antre. 

En  effet,  soit /(x,  y,...)  une  l'orme  et  ^ (a;,  }',-..)  celle  qui  s'en 
déduit  parla  substitution 

(■•■) 

de  sorte  que 

g{x„  y,...)  =f{ax  -h  '^y  -t-  ...,  a'x  4-  fi'j  +  ) 

Si  a  est  un  entier  représcntable  par  </  pour  les  valeurs  x,  y,..- 
des    variables,    «    est    représentable    par    f   pour    les    valeurs 

a,c-i-]Sy-+-  ...,  vlx  -f-  j^'y  -\-    des  variables.  Ces  deux 

représentations  sont  dites  correspondantes. 

l'ar  exemple  la   iormeaSa;'  —  66y'  -\-  72'  représente  —  1 1 '(   pour 
x'  =  2       v'  ==3       z'  z^h: 
la  forme  aa;  -t-  3y  —  hz  représente  le  même  noiiilne  pour 
X  =  ~       y  =  9       z  ='S\ . 

269.  —  D'ailleurs  l'étude  des  entiers  représentables  par  une 
forme  y,  rentre  comme  cas  particulier  dans  celle  des  formes  con- 
tenues dans  /.  En  effet  dire  que  f{x,  y,  z)  rf^pi-ésente  a,  pour 
X  =  Xo»  y  =  yo»  -  =  -!'•  c'est  dire  que  par  la  substitution 

X  =  :r^l 

}'  =  Jo' 

:  =  :,t 

elle  se  transforme  en  la  forme  à  une  variable  af™  (/»  étant  le  degré 
de./) 

270.  Formes  équivalentes.  —  En  .général,  si  une  Ibrme  / 
contient  une  forme  7,  le  contraire  n'est  pas  vrai  ;  7  ne  contient 
])as/.  Car  les  relations 


P'J' 
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ne  donnent  pas  en  général  des  valeurs  entières  pour  x',  y',  z,... 
quand  x,  y,  z,...  ont  des  valeurs  entières.  Cherchons  la  condition 
pour  qu'il  en  soit  ainsi. 
On  a 

/     ,       .1.x  -+-  X'v  -+-  ... 


(i)  ,        aa;-i-îB'r 

V    z=   ^— 

-  -M 


M 


.M  étant  le  déterminant  de  la  substitution,  .1  étant  le  mineur  de  7., 
X  celui  de  a',  etc. 

Faisons  x  =  i  et  y,  z,  ...  égaux  à  zéro,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X  ,  y  .  :' ,  ...  sont 

^.       a        e     ■ 

m'        m'        M'  •  • 

elle?  doivent  être  entières. 

On  voit  de  même  que  tous  les  coefficienls  des  formules  (i' 
doivent  être  entiers.  D'ailleurs  celte  condition  est  é\idemment 
suffisante. 

On  sait  (n°  242)    qu'elle  revient  à  ceci  :  la  sub.<!titiilion 

est  une  .siibstitiilioii  unilé. 

Dans  ce  cas  chacune  des  formes  contient  l'autre,  on  dit  qu'elles 
sont  éfjuivalcntcs;  elles  représentent  les  mêmes  entiers. 

Exemple.  — -  Si  sur  la  forme  x'  -h  v^  on  fait  la  substitution  unité 

on  obtient  la  forme  équivalente  :  a^.r-  —  34^v  -+-  lov-. 

La  question  se  pose  de  savoir  si  la  réciproque  est  vraie,  c'est-à- 
dire  : 

Si  deux  formes  représentent  les  mêmes  entiers,  sont-elles  êqui- 
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vnlentes,  r'esl-à-dire  :  se  dcduisenl-rllrs  l'une  de  l'auln'  par  nue 
suhliliidon  iinilr  '.' 

IMiis  f^'éiKhalomeiil  :  .S'/  une  fornw  représente  Ions  les  entiers 
ijue  refirésente  nne  antre.  In  première  rnnlienl-elle  la  seconde, 
c'est-à-dire  :  peut-un  déduire  la  seeande  de  la  itremii're  par  une 
subslitutian  linéaire  à  roeffieienis  entiers'.^ 

Il  sera  léponclu  plus  loin  à  ces  questions  pour  les  Idiiiios  li- 
néaires. 

TuKiinKMR.  —  Toute  J'arme  est  éiiniralente  à  elle-même.  Cnr  elle 
se  déduit  (relle-inèinc  par  la  substilulioii  itlentirpie. 

'liiKuHiMn:.  —  lien.e  foi'mes  é(jnival('nles  à  une  tmisii-nw  smit 
équiralentes  entre  Jtes. 

Soit  la  l'ormey  équivalente  à  la  loinic  '/  et  à  la  lornir  /;.  Soit  S 
la  substitution  unité  par  laquelle  on  passe  de  fh  7,  cl  1'  celle  par 
laquelle  on  passe  de  y  à  /(.  On  passe  de  7  à  //  par  S~'T  qui  est 
aussi  une  -ubstiliilion  uiiili'.   Donc  7  cl  li  sont  c(pnvalcntes. 

271.  —  riiûoiii.ML.  —  Les  représentations  eiirri-spiiiiilantes  d'un 
même  entier  par  deu.r  formes  éijniralcntes  S(fnt  propres  en  même 
temps. 

IMus  fîénéralcincMl  ;  les  deux  représentations  ont  le  même  diri- 
scnr,  en  appelant  :  dirisi'ur  d'une  représentation,  le  [)lus  fiianil 
commun  tliviseurdes  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  a  lieu  la 
re[)rcscntatiou.  \Ln  ell'et  les  valenrsdes  variables  :c,  y,  ...  ;  x  y  ,  ... 
pour  lesquelles  ont  lieu  les  deux  rc[)réscntations  sont  liées  par  des 
relations 

X  =  x>/    -+-  ^j'     +  ... 
y  =  a'x'    +^y  +  ... 

.-  =  aV  -+-  i'V    (~  ... 


qui  donnent  d'ailleurs 


rh  .r'  =^  A)V  -H  .l/j  -1-  ... 
±y'  =  iJJa;  -4-  î6>  -I-  ... 
±z'  =tx  -^  C'y  -(-  ... 


les  prcmicis  membres  des  secondes  loiuiulos  avant  le  si^ne  -+■  ou 
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le  signe  —  suivant  f^io  le    il('lerniinanl   do  la   substitution  égale 
t-  ou  —  I  . 

Les  preniiùics  loniiules  nioiilretit  (|U('  fout  diviseur  commun  à 
x' ,  y,  z' ,  ...  ilivise  X.  y,  :,  ...  ;  les  secondes  que  tout  diviseur 
commun  à  x,  y,  :,  ...  divise  x\  y',  :',...  Donc  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  .;;,  y,  ;,  ...  est  le  même  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ./;',  y',  ;',  ... 

272.  —  Deu,\  formes  C(|uivalentrs  sont  dites  propreiiicnl  i'(\n\- 
valentes  lorsqu'elles  se  déduisent  I  une  de  l'autre  par  une  substitu- 
tior!  moilnbtire  (n"  243). 

E.vemple.  —  Les  formes  x-  -|-  y^  et  29  x-  -^-  Zk-ry  -+-  10  y-  sontpro- 
preiiieiil  équivalentes  car  on  déduit  la  seconde  de  la   première  par  la 

substilulioii  (  .        „  )  nui  est  modulaire. 

Au  contraire  si  sur  la  Hirnie 

i.i-  —  2./-y  +  4  >'- 


on  fait  la  substitution 


co 


qui  est  une  substitution  unité  mais  qui  n'est  pas  modulaire,  on  obtient 
la  forme 

5.f^  -\-  2!ixy  -I-  3i  _)'- 

qui  lui  est  é(juivalcnte.  Mais  on  peut  démontrer  qu'elle  ne  lui  est  pas 
proprement  équivalente  (M. 

Théouème.  —  Deux  formes  proprement  éijuwalentcs  à  une  troi- 
sième sont  proprement  i'(juiralentcs  entre  elles.  La  démonstration 
est  complètement  analogue  à  celle  du  n"  270. 

(')  Cela  n'est  pas  évident,  car  il  peut  arriver  que  deux  formes  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  plusieurs  substitutions,  dont  les  unes  aient  un  déteruiinant 
égal  à  +  I,  et  les  autres  un  déterminant  égal  à  —  i.    Par   exemple  la   forme 

■JX  +  ^y  se  déduit  de  la  forme  x  +  v  par  la  substitution  1      '  )  qui  a  comme 

\   I     2   ; 

déterminant  +  i  mais  aussi  par  la  substitution  I  1  qui  a  comme  déler- 

miiiant  —   i. 
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273.  —  TiiÉOKÈME.  —  Quand  une  forme  en  contient  une  antrCy 
le  danseur  de  la  seconde  est  un  multiple  de  celui  de  la  prentih-e. 
ISoit  la  rorme/(:r,  y,  :)  qui  contient  la  forme 

/(».T  -+-  ?y  -f-  T--.       «'a;  +  ?'r  -+-  '!':.       "-"x  -h  f;"r  4-  fz). 

Si  on  ordonne  cette  dernière  par  rapport  aux  variables  x,  y,  z^ 
il  est  évident  que  les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  et  ho- 
ni0f,'cnes  des  coefficients  tle  la  première:  les  coeliicients  étant  des- 
polynômes entiers  en  a,  f'.  y,  ...  ■/'. 

l'.'ir  exemple  si  la  première  forme  est 

ax  -+-  by  H-  cz 
la  seconde  est 

(ai  4-  M  H-  ca'')  X  -+-  (a,i  -+-  6i'  -+-  ci")  v  -h  (ay  -I-  by'  -+-  <^i')^- 

Si  la  première  est 

ax>  +  a>*  +  a'r*  +  byz  -f-  t'c.r  -4-  b"xy 
la  seconde  est 

(rtï2-4-a'a'-+a"»"^-l-ta'a"-+-fc'a"a-H(<"aa')a;-H- 


On  conclut  de  là  que  tout  diviseur  comnuin  aux  coefficients  de 
la  première  forme,  divise  tous  les  coefficients  de  la  seconde,  d'où 
résulte  le  théorème  annoncé. 

Cns  particulier.  —  Si  une  forme  représente  un  entier,  cet 
entier  est  divisible  par  le  diviseur  de  la  forme.  Cela  résulte  de  ce 
qu'on  a  dit  au  n"  269.  D'aiiiinirs  cc]:\  se  voit  sans  peine  directe- 
ment. 

Corollaire.  —  (Juund  une  forme  contient  une  forme  primiti^'e, 
elle  est  elle-même  primitive. 

274.  TtiKoRKME.  —  Deu.r  formes  éiiniv(drntrs  ont  le  même  plus 
firand  diviseur.  Car  cliacune  des  formes  étant  contenue  dans 
l'autre,  leurs  plus  grands  diviseurs  se  divisent  mutuellement.  11& 
sont  donc  égaux. 
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Cas  particulier.  —  Toute  Jorme  équivalente  à  une  forme  primitive 
est  elle-même  primitive. 

275.  Systèmes  de  formes.  —  Les  notions  précédentes  s'ap- 
pli<|uent  aux  systèmes  de  l'oinies.  On  dit  qu'un  système  de  formes 
/,  7.  Il,  ...  représente  un  système  d'entiers  a,  b,  c,  ...  ponr  les 
valeurs  x,  y,  z,  ...  des  variables,  lorsqn'on  a 

/(x,  y,  :,  ...  )  =  a 
gix,  y,  :,  ...  )  =  b 
h{r,  y,  :.  ...  )  =  c 


On  distingue  encore  les  représentations  propres,  et  les  représen- 
tations impropres,  suivant  qiie  a;,  _v,  ;,  ...  sont  premiers  dans  leur 
ensemble  ou  non. 

On  dit  qu'un  système  de  formes  est  contenu  dans  un  autre 
lorsqu'il  s'en  déduit  par  une  substitution  linéaire. 

L'étude  des  systèmes  d'entiers  représentés  par  im  systèn)e  de 
formes,  rentre  comme  cas  particulier  dans  celle  des  systèmes  qui  y 
sont  contenus  (n"  269.) 

Exemple.  —  Le  svsti'ine 

4x  —  6  y  -h  2 
4  X  -H  V  —  4  .- 

par  la  substitution 


.T  i^  3  x'  —  V   -^  2  :' 

_v  ■=  —  x'  -h  8y    -h  ' 
z  =^  -îx'  -i-  3y   —  2 


devient 

20  x'  —  49. V 
3.r'  —8/  -|-2."î.-' 

On  voit  comme  au  n°  268  que  : 

5/  un  système  de  formes  en  contient  un  autre,  ions  les  systèmes 
d'entiers  représentables  par  le  second,  le  sont  aussi  par  le  premier. 
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Quand  deux  syslèmcs  de  formes  se  déduiseiU  rnii  de  l'autre  par 
une  substitution  unité,  ils  sont  dits  éf]iiii'<ilcnls. 

Ils  représentent  les  mêmes  systèmes  d'entiers. 

De  plus  les  représentations  correspondantes  ont  le  même  divi- 
seur. 

Les  questions  analogues  à  celles  du  n°  269  se  posent  aussi  pour 
les  SYSlèmes.  Il  y  sera  répondu  pour  les  systèmes  de  formes  li- 
néaires. 


276.  —  Tout  système  est  équivalent  à  lui-même. 

Deux  systèmes  équivalents  à  un  troisième  sont  équivalents  entre 
eux. 

Les  représentations  correspondantes  d'un  même  système  d'en- 
tiers par  deux  systèmes  équivalents  de  formes,  sont  propres  en 
même  temps.  Plus  généralement  ces  représentations  ont  le  même  di- 
viseur. 

111 .  —  Les  systèmes  proprement  équivalents  sont  ceux  qui  se 
déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  sub.^titution  modulaire.  On  voit 
sans  |)eine  que  : 

Deux  systèmes  proprement  équivalents  à  un  troisième  sont  pro- 
prement équivalents  entre  eux. 

278.  —  Considérons  un  système  de  formes.  Supposons-les 
toutes  de  même  degré,  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  toujours  réaliser  en 
complétant  les  formes  de  moindre  degré  avec  des  terrres  à  coeffi- 
cients mils.  Les  coefficients  de  ces  formes,  constituent  un  tableau 
qu'on  appellera  tableau  du  système. 

Théorkme.  —  (Jiianit  un  système  en  contient  un  autre,  le  plus 
(jrand  commun  diviseur  des  déterminants  du  tableau  du  second,  est 
un  multiple  de  celui  îles  déterminants  du  premier. 

En  effet  les  coefficients  de  chaque  forme  du  second  système  sont 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  coellicients  des  formes 
corres|>ondantes  <iu  premier  système,  les  coellicients  étant  des 
polvnnmes  entiers  [)ar  rap[)ort  aux  coeiricienls  de  la  substitution, 
les  mêmes  pour  les  (iillV'ienles  formes. 
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l*ar  exemple  si  le  pieinicr  système  est 

ax-  -+-    hxy   H-  cy- 
a!x-  -f-  h'.ry  +  e'v" 


et  la  siibstiliilioii 


le  second  svslènio  est 


CD 


(a'ï^  -+■  b'x-;  ■+-  c'f')x-  -+-  >a'»i  -+-  b'{^o  -h  ?•;)  -1-  sc'yo  rv  4-  1  a'p^  H-  fc'pj  -f-  c'S^jya. 

Consiiléioiisi  un  déterminant  du  tablciu  des  cdeflicients  du  se- 
cond système,  par  exemple 


ba-i  -+-  CT 

aaïp   +  6(ao   -H  Pv)  +  ac-co 

6'a-C  -h  c'y' 

aa'ap  -f-  (/(ïS  4-  Py)  -h  ac'vû 

11  se  décompose  en  3-  déterminanis  partiels,  qui  sont  ou  bien 
nuls,  ou  bien  égaux  à  des  déterminants  du  premier  système  mul- 
tipliés par  des  expressions  en  7.,  li,  y.  r),  H  en  résulte  que  tout 
diviseur  commun  aux  déterminants  du  [>remier  système  divise 
tous  les  déterminants  du  second,  d'où  résulte  le  tbéorème  annoncé. 

Corollaire.  —  Pour  deux  systèmes  érjuimleiils  les  délermiaauts 
exiriiits  (le  leurs  tableaiu:  ont  même  plus  grand  commun  diviseur. 

279.  Remarque.  —  Ces  théorèmes  s'appliquent  non  seulemen-t 
au  système  donné  lui-même,  mais  aux  systèmes  formés  en  ne  pre- 
nant que  certaines  des  l'ormes  qui  y  sont  contenues.  Si  le  système 
donné  contient  p  formes,  il  y  a  p  de  ces  systèmes  composés  d'une 
seule  forme,  il  y  en  a  C^  composés  de  deux  formes,  etc. 

On  a  ainsi  le  tbéorème  :  Quand  un  système  en  contient  un  autre 
le  plus  (jrand  commun  diviseur  des  déterminants  du  tableau  d'un 
système  partiel  extrait  du  premier  est  un  multiple  de  celui  des  déter- 
minants du  tableau  ilu  système  partiel  correspondant  extrait  du 
deuxième. 

Comme  corollaire  :  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les 
déterminants  d'ordre  h  extraits  du  second  tableau  est  un  mulliide 
de  celui  de  tous  les  déterminants  d'ordre  k  extraits  du  premier. 
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Pour  deux  systèmes  équivalents  :  i"  le  p/jw  fjran't  commun 
diviseur  des  déterminants  du  tableau  d'un  système  partiel  extrait 
de  l'un  est  ihjal  au  plus  grand  commun  diviseur  du  taldeau  du 
système  partiel  correspondant  extrait  de  Fautre. 

1°  Le  plus  (jrand  commun  diviseur  des  déterminants  d'ordre  k 
extraits  de  l'un  des  tableaux,  est  égal  à  celui  des  déterminants 
d'ordre  k  extraits  de  l'autre. 

280.  Problèmes  fondamentaux.  —  Etant  données  deux 
formes,  reconnaître  si  elles  sont  cijuivalenles,  ou  si  Pune  contient 
l'antre.  Trouver  les  substitutions  par  lesquelles  on  peut  pa.iscr  de 
l'une  à  l'autre. 

Mêmes  problèmes  pour  deux  systèmes. 

Pi)ur  voir  si  une  ioiiiie  (un  système)  contient  une  .uitre  forme 
(un  autre  système  on  peut  essayer  de  procéder  de  la  façon  sui- 
vante :  Appliquer  à  la  première  forme  {premier  système)  une 
substitution  linéaire  à  coefficients  indéterminés,  et  chercher  à  déter- 
miner ces  coefficients  de  façon  à  obtenir  l'autre  forme  ou  système). 
Le  problème  est  ainsi  lamené  '\  la  résointion  d'écjuations  dio- 
phanticnnes. 

Dans  le  cas  où  les  formes  (ou  systèmes)  proposées  sont  linéaires, 
ces  équations  le  sont  aussi  et  le  calcul  peut  être  poussé  jusqu'avi  bout. 

Si  l'on  veut  voir  par  celte  métbode  si  les  l'ornics  (ou  systèmes) 
sont  équivalentes,  il  faudra  voir  si  parmi  les  substilulions  trouvées 
il  y  en  a  qui  aient  un  déterminant  égal  à  4- ou  à  • —  i,  ce  qui 
conduit  à  des  équations  de  dei:ré  supérieur  au  premier. 

On  peut  aussi  exprimer  que  la  première  forme  (ou  système) 
contient  la  seconde,  et  que  la  seconde  contient  la  première.  Cela 
•est  nécessaire  pour  que  les  deux  formes  (ou  sxslèmes  soient  équi- 
valentes, mais  nous  ne  savons  si  cela  est  sullisant.  Nous  verrons 
que  cela  est  suffisant  pour  les  formes  ou  systèmes  linéaires  n°  292). 

Pour  le  moment,  nous  allons,  poiu-  les  formes  et  systèmes  liné- 
aires, résoudre  ces  problèmes  par  la  considération  des  formes  et 
SNsIèmes  réduits. 

281.  Résolution  des  problèmes  fondamentaux  pour  deux 
formes  linéaires.   riii':i>Ki;Mr,.  —  Toute  furnic  linéaire 

<i)  OiXi  -H  a-^x,  -h  ...  -1-  a„x„ 
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^sl  équivalente  à 

dr, 

d  élaiil  le  plus  i/rnnd  rnminun  diciseur  de 

a,,  02,  ...  a,f 

c'est-à-dire  le  plus  'irand  diviseur  de  la  furnie  [n"  267;.  [Se  rap- 
peler que  rf  >  o  (n"  97)]. 

f/x,  est  la  forme  réduite  ou  canonique. 

En  effet  il  n'y  a  qu'à  refaire  le  calcul  du  n"  151  mais  en  l'inter- 
prétant d'une  autre  façon. 

Soit  pour  fixer  les  idées 

|a,l  >  \a.,\  ...  >  \a„\. 
Divisons  ai,  ai,  ...  a,i_i  par  a„.  Soit 

a,  =  a„qi  -)-  a.,' 


déserte  que  la  forme  (i)  s'écrit 

«l'i,  4-a.j'a;2...-4-a'„_ia:,î_i  +a„(7,a;i  -^(j^x-i  -h ...  -r- q„^iX„_i  -i-Xn)- 
Faisons  la  substitution  modulaire 

x„  1  —  qiX,  —  q.v,  ...  —  '/„_iar„_,  -1-  jr,„ 
la  forme  (i)  se  transforme  en 
(2)  ai'x,  ■+•  a>'x^_  +  ...  H-  a'„_i.«„_i  +  a,;*,, 

Or  dans  la  forme  i).  le  coefficient  qui  a  la  plus  petite  va- 
leur absolue  est  a„;  tandis  que  dans  la  forme  (2),  le  coefficient 
qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue  en  a  une  plus  petite  que  celle 
de  a,,- 

En  continuant  comme  au  n"  151  on  arrive  à  l'une  des  formes 

±  dXi. 
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Si  l'on  arrive  à  la  lormi^  —  (lj\,  on  IV-ia  la  subslilulion 

Xi  I  Xj 

et  l'on  obtiendra 

Si  j;z£  I  on  fera  la  transposition  ,7-,  |]  x,,  et  roii  arrivera  fina- 
lement à  la  forme 

D'ailleurs  toutes  les  substilnliuiis  qu'on  a  r;iil(>s  sont  de  déter- 
minant éfral  à  -+-  ou  à  —  i,  et  elles  se  composent  en  une  seule  de 
déterminant  égal  aussi  à  -*-  ou  à  —  i .  Le  tliéorcuie  est  donc  dé- 
montré. 

282.  Corollnirr.  —  Pour  i/iir  ilruj:  firmes  liiii'nires  xtncnl  cqui- 
l'dlentcs  il  faut  et  II  suffit  i/iir  leurs  jilus  ijruuih  diviseurs  soient  les 
mêmes. 

ÏNous  savons  déj.à  (n"  274)  (jue  cette  condition  est  nécessaire. 
KUe  est  suffisante,  puisque  si  elle  est  remplie  les  deux  formes  en 
question  sont  équivalentes  à  une  même  forme  réduite. 

En  particulier,  deux  ibrnies  linéaires  primitives  sont  équiva- 
lentes entre  elles,  et  écpiivalcnles  à  la  forme  .ri. 

283.  —  Trourer  toutes  les  suhstiliilions  par  les(/uelles  on  peut 
p(tss('r  il'uiie  forme  f  à  une  forme  de  mente  plus  (jrand  diviseur,  </. 

On  vient  d'apprendre  à  trouver  une  substitution  S  par  laquelle 

on  passe  tie  /  à  la  forme  réduite  dx,,  et  une  substitution  T  par 

lacpielle  on  passe  de  r/  à  la  même  forme  réduite.  Soit  alors  ^  une 

substitution  autonior|)lie  de  dxt.  On  démontre  comme  au  n"  251 

que  toutes  les  substitutions   répondant  à  la   question  sont  de  la 

forme 

SVT-'. 

Reste  à  trouver  les  substitutions  automorpbes  de  dxi.  Ce  sont 

les  substitutions 

' I       o       ...  o 


les  y.  étant  qiielconques. 
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On  voit  ([lie,  sauf  le  cas  de  «  =  i ,  il  y  a  une  infinité  de  substitu- 
tions linéaires  transformant  /en  </.  Si  l'on  ne  veut  que  les  substi- 
tutions unités,  il  faut  clioisir  les  a  de  façon  que 


Si  l'on  ne  veut  que  les  substitulions  modulaires,  il  faut  consi- 
dérer les  substitutions  S  et  T.  Soit  £  le  déterminant  de  la  première 
et  î'  celui  de  la  seconde.  Il  faut  choisir  les  y.  de  façon  que 


«2,2   •••    «4,11 


On  voit  que,  sauf  le  cas  de  /;  =  i ,  la  distinction  entre  formes 
proprement  et  formes  improprement  équivalentes  est  sans  intérêt, 
puisque  deux  formes  improprement  équivalentes  le  sont  en  même 
temps  proprement. 

Exemple.  —  Soient  les  deux  formes  primitives  : 
ix  —  5j  -r  8r  -i-  lit 


et 


i5t-  4-  Aj  -T-  5;  —  wl. 
La  première  forme  s'écrit  : 

3  ;X  —  a  y  -f-  3  c  -f-  4  <)  ~*~  J  ~ 


l'ar  la  substitution 


elle  devient 

ix  ~  y  — 

Catien.  —  Théorie  des  nomi)rei,  t.  I. 


l 

2- 

-3- 

-4 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

I 

i6 
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el  celle-ci  par  la  substitution 


devient  x. 

La  seconde  l'orme  s'écrit 


4{4a;+j-(-2— 3<)  —  r-4-c-i-/. 


1     o     o     o' 

4     1-1     3 

Par  la  substitution 

o     o      I     o 

o     o     o 

elle  devient 

—  X  -\-  l\y  +  z  +  t 

'-1     4     >      ■ 

o      I     o     o 

et  celle-ci  par  la  substitution 

■         o     o     I     o 

o     o     o 

devient  x. 

La  substitution  désignée  plus  liant  par  S  est  ici 


celle  désignée  par  T  est 
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De  soiie  (|uc  T   '  est 


L'expression  générale  des  substitutions  à    coeflicients    entiers    qui 
Iraiislorment 


3  /       en        I  f)  .7-  4-  /|  V  -4-  5 .-  —  lit 


produit  qu'il  est  facile  d'ellectuer. 

Les  substitutions  unités  s'obtiennent  en  clioisissaut  les   p.  ••  et  o  de 
façon  que 

P'  Y  2' 

P"    y    0" 

les  substitutions  uiodulaiics  s'obtiennent  en   clioisissant   les   ^.  v,  o  de 
façon  que 


3     •!     ?, 

p-   V   5' 
^i"  y"  5" 


284.  —  Réponse  à  la  première  rjtieslion  dn  n°  270  pour  deux 
formes  linéaires. 

Deux  Jormes  linéaires  qui  représentent  les  mêmes  entiers  sont 
équivalentes  c'est-à-dire  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  substi- 
tution unité. 

En  effet  soit  une  forme  linéaire,  et  soit  d.r  sa  forme  réduite. 

Le  coefficient  f/ est  le  plus  [>elit  entier  positif  re[)résenté  par  la 
forme. 


24/. 


I)(inc  si  deux  formes  leprésciilt'iil  les  iiu'nics  cnliris,  le  cocHl- 
cionl  '/  soin  le  iiièine  [«iiir  les  deux  formes.  Donc  elles  ont  même 
forme  réduite,  ilouc  elles  soni  r(|nivalenles. 

I{eni<ir(/in'.  —  Le  pin.s  (/niiid  Jirlxcur  d'iiiir  /nriiic  linrairr  csl  le 
jiliis  ijninil  (liriseur  nniimiin  à  luiis  les  entiers  qu'elle  reiirésenle. 

285.  l'uoiii.ioME.  —  Heeniinailre  si  une  forme  linéaire  f  en  con- 
tient une  autre  (j  el  Irourer  les  substitutions  par  lesquelles  on  passe 
(le  la  prentil're  à  la  seeonde. 

.Nous  savons  que  pnur  qu'une  forme  en  ('onlienne  une  .uitre,  il 
faut  que  le  diviseur  de  la  seconde  soit  un  midliple  de  celui  de  la 
première. 

Pour  les  formes  linéaires  cette  condition  est  suffisante. 

En  ellel  su[)[)osons-la  remplie.  Soit  d  le  diviseur  de  la  première 
forme,  kd  celui  de  la  seconde,  la  forme  réduite  de  la  première  est 
dxi,  celle  de  la  seconde  Ar/xi.  Or  on  passe  de  dx^  à  Av/xi  |)ar  la 
substitution  .ri  |  dxi. 

Soit  S  la  snl)stilutiun  par  hupielle  on  est  passé  iley.à  dx\  el  T  la 
suhsiilution  par  laquelle  on  est  passé  de  «y  à  kdx\. 

Soit  \  une  substitution  transformant  dd  en  kdx\.  On  démontre 
facilement  ([ue  toutes  les  substitutions  transformant  /en  ij  sont  de 
la  forme 

SVT-'. 

Ilesle  à  triiuvcr  tciutes  les  substitulions  V.  (Jc  sont  les  subslilu- 
lions 

'/>■      o      ...  o 


2t. 


(3) 


les  a  étant  quelconques. 

Il  y  en  a  une  inlinité  sauf  le  cas  où  /)  =  i. 
Le  déterminant  de  la  substitution  (.'<    est 


<*i,ï   ■■■  'i,n 
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On  aura  les  substitutions  du  plus  petit  déterminant  possible,  à 
savoir  ±  /,-,  en  clioisissanl  les  a  de  foçon  (|tio 


Répiiiisi'  à  la  scrundc  ijuvslion  du  n"  270. 

Si  une  l'ornie  linéaire  leprésonte  tous  les  entiers  que  représente 
une  autre,  la  [)remière  contient  la  seconde;  c'est-à-diro  qu'on  peut 
déduire  la  seconde  de  la  première  par  une  substitution  linéaire. 

Eu  eflel  soit  dx^  la  forme  réduite  de  la  première,  dxi  la  forme 
réduite  de  la  seconde.  Puisque  la  première  forme  représente  tous 
les  entiers  que  représente  la  seconde,  elle  re[)résenle  d  .  Donc  d 
est  un  multiple  de  d.  Donc  la  première  forme  coulienl  la  seconde. 

286  Résolution  des  problèmes  fondamentaux  pour  deux 
systèmes  de  formes  linéaires.  Systèmes  réduits  imparfaits 
et  systèmes  parfaits.  —  Soit  un  s\  sièuie  de  p  Ibrmes  à  n  va- 
riables et  de  rang  /•.  J'our  simplitier  l'écriture,  supposons  que  ce 
soient  les  ;•  premièies  formes  qui  sont  indépendantes.  (Remarque 
du  n"  256). 

liiiionicME.  —  Ce  syslèmc  est  équivalent  à  un  système  eoiisittué 
comme  suit  : 


^,-,|3'i  -I-  ''',., i.r-.  H-  ...  -f-  o,._ra'r 

0r->l.l3^1    -+-   ^-f  1,23^2+    •••   -+-    ^r+l,,-a'r 


avec 


0,.,  >  o 


>  o  ...  o,.,>  o. 


Les  coefficients  positifs  âi,,,  (?2,2,  ...  c?,.,,.  s'appellent  coefiicients 
principaux. 

En  effet  on  sait  trouver  une  substitution  unité  qui  ramène  la 
première  forme  à  r?i.ia;i  (o*i.i  >  o). 
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Alors  la  seconde  forme  est  devenue 

o.,,Xi  -I-  £2,2X0  -H  ...  -+-  t..,„:r„. 

Les  rooefficients  c2,2,  c2,;i,  ...  c2,n  ne  sonl  pas  tous  nuls,  puisque 
la  seconde  rorme  est  indépendante  de  la  preniicre. 

Ne  toiiclianl  jiliis  à  la  variable  x^.  on  sait  tinuNci'  iiiio  sidjslilii- 
tion  unité  qui  ramène  îo.jXj  +-  ...    H  £2, «•Ci  à  o'z.iXi  .  (0*2,2  >  o). 

La  seconde  lorme  du  système  est  donc  devenue 

'"s.i-''i   -t-  ^ia^i- 

Maintenant  on  ne  touchera  plus  à  .r,  ni  à  .Tj,  on  transformera 
la  troisième  forme  ot  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  trans- 
formé les  /•  protuières  formes.  A  ce  moment  les  formes  suivantes 
ne  contiennent  plus  (pie  .t.,  Xi,  ...  x,.  En  elTel,  le  système  étant 
<le  rang  /•,  el  les  r  premières  formes  clanl  indépendantes,  riiacune 
•des  formes  suivantes  s'exprime  en  fonction  de  ccUes-la,  et  par 
conséquent  ne  contient  pas  d'autres  variables  qu'elles. 

On  obtient  donc  (inalement  un  système  tel  qu'on  l'a  dit.  Nous 
•appellerons  un  tel  système  :  n-rtuit  inipar fuit,  parce  qnc  nous  pouvons 
trouver  un  système  réduit  plus  parlicnlior.  C'est  un  système  de 
même  lorme  que  le  préci'driil  mais  dans  lequel  lis  coefficients 
satisfont  en  plus  aii\  conditions  suivantes  : 


]   o  <  &2,i  <  ii.i 


O   "^    ^-,1    <  °r.r  O   <<C    'î,.,2  •<,  0,-,,.  , O    <5    Ôr,,-_i    -<   0,.,,, 

c'est-à-tlire  (pie  :  ilans  cIkiciiiu'  île.'!  r  j)ivini!Te.'i  forincx  ilii  sy.itt'iite, 
les  ciwfjiclmls  aiilres  (jiic  le  rocf/icieiil  priiuipal  sonl  posilifs  nu 
nuls  et  plus  petits  (iiie  le  coejlicient  principal. 

En  elfel  si  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  dans  la  seconde 
forme  du  système;  soit  7  le  quotient  et  c?.^,,  le  reste  de  la  division 
de  c!'2,i  par  cî'2,2  ;  cette  forme  s'écrit 

(7''2,-2    -+-   ^•i.l)   -ri    +   ^i,.y''l 

OU 
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Par  la  substitution  modulaire 

qXi  -f-  a-2  J  Xj 
elle  devient 

les  coefficients  c?i,i,  o\,2  satisfaisant  aux  conditions  (4  . 

Pour  ne  pas  compliquer  les  notations,  je  désignerai  ce  nouveau 
coefficient  o\,,  par  o\,,. 

Considérons  maintenant  la  troisième  forme  du  système.  Elle 
sei'a  devenue 

\(!"allleurs  o'j,^  =  0*3,2). 

Si  les  conditions  '4)  ne  sont  pas  remplies  pour  cette  forme,  soient 
<]'  le  quotient  et  c?3,,  le  reste  de  la  division  de  0*^,,  par  o\,3, 
<j  le  quotient  et  o^i,J  le  reste  de  la  division  de  c^i.j  par  (^3,3, 
la  forme  s"écrit 

(7'S,3   +    ^'D  -^1    ^  ('?''r3,3    -<-   °Î;,ï)   «s    -1-   °3,3'«3 

OU 

«5.i«i  -I-  °5,sX2  -+-  03,3  (q'x,  -+-  <jf"x5  -h  arj) 
et  par  la  substitution  modulaire 

X, 
X, 

—  7'^.  —  'f-'-i  -^  ^i 
elle  devient  : 

OU  par  un  changement  de  notation 

les  coefficients  &  satisfaisant  maintenant  aux  conditions  f'i  ■  Et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  système  dans  ioquel 
les  coefficients  des  r  premières  formes  satisfassent  aux  condi- 
tions (4). 


248 
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A  l'avenir,  sauf  avcrlissemenl  contraire,  »  syslimc  rcdnil  » 
voudra  dire  <(  syslhiic  rcihiil  par/nit  ». 

287.  riii':iiuiMK.  —  Pour  ijiw  deux  systèmes  soient  é(juiviilenls, 
il  faut  et  il  suffit  fjue  leurs  systèmes  réduits  soient  identif/ues. 

Celle  condilion  esl  évidemment  sulTisanle.  Pour  démontrer 
qu'elle  est  nécessaire,  nous  allons  démontrci-  (jue  deux  systèmes 
réduits  ne  jieui<ent  cire  équivalents  que  s'ils  sont  idenliijues. 

En  elTet  appelons  r}  les  coefficients  du  premier  sYslcme,  £  ceux 
du  second;  a[)pelons  (c?   le  premier  svstème,    c)  le  second. 

Puisque  la  première  forme  du  système  (r)]  qui  est  c?|.i.x,  doit  se 
transformer  en  la  première  forme  du  systonie  (a)  qui  est  £1,1X1,  il 
faut  que  dans  les  formules  de  substitution,  l'expression  de  .Ci  en 
fonction  des  nouvelles  variables  no  contienne  que  la  première 
d'entre  elles.  Cette  substitution  est  de  la  forme 


I  -1     " 

«■-•,1      «2,3 


,».l,l      "«.i    ■■•    "» 


Comme  ce  doit  être  une  substitution  unité,  il  faut  «[ue 


a.,  .1    ...  a.> 


a,i,i   •■•  ■»».,. 


Or,  quand  le  produit  de  deux  entiers  esl  égal  à  4-  ou  à  —  1,  cba- 
cun  de  ces  entiers  est  égal  à  -(-  ou  à  —  i . 


alors 


'i>i  —  -'iM-'i.i- 


Comme  ^,,,  et  £,.,  sont  >  o,  il  s'ensuit  que 
«1,1  =  -+-  1 


et  que 


^1,1  =  '1,1- 
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2!,^ 


Donc  les  premiéies  l'ormcs  des  deux  systèmes  sont  identi(|ues  el 
toute  substitution  par  laquelle  on  passe  du  premier  système  au 
second,  transforme  x,  en  lui-même. 

l'assons  aux  secondes  lormes.  Puisque 


doit  so  transformer  en 


«.,  ,x,  -r-  0.,  .,r.. 


u.,.r,    4-  =2,jr-;  , 


el  que  déjà  l'expression  de  Xt  dans  les  formules  de  subslltuticn  ne 
conlienl  (jue  .'■,',  il  faut  aussi  ipic  rex[)ression  de  ./;^  ne  contienne 
que  .f,'  et  Xi .  La  substitution  est  donc  de  la  forme 


I       o      o      ...  o 

a.j,,  2o,.>  o       ...  o 

a:i,l    '3,2     ':>.:<    ■■■     ^3.,, 


,  ^'J-1   ^n,t  ''n.::    ...    ^/i.î) 

Comme  ce  doit  être  une  substitution  unité,  il  faut  que 

«3,3     •••    '3,.l 


a,i,3  ••■  a,,.,, 


d'où 


«2,.,  =   ±    1. 

Alors  ài^fVi  -h  2j,.-y2  devient 
qui  tloit  être  identique  à' 


Donc 


(5) 


"2,1    ~l~  "2,l''2,2  =  =2.1 


»2,2^2,2   Ë.2..J. 

Comme  o,,.,  et  i.,^.^  sont  positifs,  il  s'ensuit  que 


a.,.i  =^  -r-  I 
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«t 


L'égalité  (5)  donne 

En  écrivant  que 
on  obtient,  en  remplaçant  oX.^  par  î^^.. 


ou 


-2,1  —  '-2.;     --  .         -,  ^J,i 


d'après  les  hypothèses  faites  sur  î^  ,  et  îi.i  le  premier  membre  de 
celte  double  inégalité,  à  savoir  — ^-^ — '—  est  plus  grand  que  —  i, 

tandis  que  le  troisième  ^''  est  plus  petit  que  i.   Il  en  résulte  que 
«2,1  =  o  et  alors  l'égalité  (Ci)  donne 


Donc  les  deux  picniièrcs  formes  de  l'un  des  systèmes  sont  iden- 
tiques aux  deux  premières  formes  de  l'autre:  et  toute  substitution 
.par  laquelle  on  passe  du  premier  système  au  second  transforme 
Xi  et  Xi  respectivcnienl  en  eux-mêmes. 

Et  ainsi  de  suite.  Supposant  démontré  que  les  /i  premières 
formes  de  l'un  des  systèmes  sont  identiques  aux  A-  premières 
formes  de  l'autre  (/.■  <  ;•  et  que  toute  substitution  par  laquelle  on 
passe  du  premier  svstèmc  au  second  transforme  Xi,  .r;.  ...  Xii  res- 
peili\('mtMil  en  eux-mêmes;  on  démontre  facilement  que  ces  pro- 
prii'tés  subsistent  pour  les  A'  -+-  i  premières  variables. 

1-^lles  sont  donc  vraies  pour  A'  ^^  r. 

Mors  les  p  —  /•  dernières  formes  de  l'un  des  systèmes  sont 
éxidemnient  identiques  aux  /)  —  r  dernières  formes  de  l'autre,  et 
lie  théorème  est  démontré. 


niicoiUE   Aui  rii\ii:n(it  E   des   i'Oiimes   i.im;aikes 


aoi 


288.  —  Reste  à  trouver  Imitex  Irs  sithslilulinns  p<ir  lvs(jnielles  on 
peut  passer  d'un  système  F  à  un  système  é</ahvilenl  il. 

On  vient  de  trouver  une  substitution  S  par  laquelle  on  passe  du 
système  F  au  système  rédnil.  et  une  substilulion  T  [)ar  laquelle  ou 
passe  du  système  ('•  au  même  système  réduil.  (lu  démontre 
comme  plus  liant,  que  toutes  les  suhstilulions  répondant  à  la  ques- 
tion sont  de  la  forme 

SVT-' 

^  étant  une  substitution  automorplie  ohi  système  réduit. 

D'autre  part  on  vient  de  voir  que  ces  substitutions  automorpbes 
sont  de  la  forme 


1,2   ■••    «r-l-l,n 


les  y.  étant  quelconques. 

Un  voit  que  sauf  le  eus  de  r  =  ii.  il  y  a  une  infinité  de  substi- 
tutions linéaires  transformant  F  en  G. 

Si  l'on  ne  veut  que  les  substitutions  unités  il  l'aul  clioisir  les  a 
de  façon  que  le  déterminant 


'■+'. 


»<--i-i,ii 


soit  égal  à  H-  ou  à  —  i . 

Si  l'on  ne  veut  que  les  substitutions  modulaires  il  faut  choisir 
les  a  de  façon  que  le  môme  déterminant  soit  égal  à  cî,  î  étant  le 
déterminant  de  la  substitution  S  et  i'  celui  de  la  substitution  T. 

Sauf  le  cas  de  r  ^  n  la  distinction  entre  systèmes  proprement  el 
improprement  équivalents  est  sans  intérêt,  parce  que  deux  systèmes 
équivalents  le  sont  des  deu\  façons.  Mais  si  ;•  =  /;  cela  n'est  plus 
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vrai.  Deux  systèmes  qui  sont  équivalents  le  sont  alors  proprement 
ou  improprement,  mais  non  les  deux.  La  substitution  par  laquelle 
on  [)asse  de  l'un  à  l'autre  est  déterminée. 


I'..remple .  —  Soiciil  les  deux  syslèines 


2X  -t-     av  —  !): 


3.T  —  I IV  —  4-' 
/|X  —    /i,v  -H  7-- 

L;i  première  fornic  du  priiiiior  système  s'écrit 

i{x  -\-  y  —  ar)  —  z. 
l'ar  la  substitution 

•'■  \^  —  y^  •-'■•- 


./•  +  2j  -t-  3; 
33.--  -H  45v  -H  /,3; 
()5.r  4-  i48j  +  igS; 


elle  devient 


ax 


Celte  dernière  par  la  sui)stilnlion 


3-  -H  ac 


devient  x. 

Le  produit  des  deux  substitutions  précédentes  est 


(?■ 


—a  —I   0> 
G        I    o 

~  I  0    2/ 


f]ui  applicjué  au  premier  système  le  transforme  en 


—  2.T  —  i4v  -t-     7; 

—  i5.t;—    8v  +  34.-. 


Il  faut  maintenant  opérer  sur 

(|ui  par  la  sidistilulion 

(8)  ;.  I 

se  transforme  en  7_v. 


i^.v  +  7- 
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Le  produit  de  la  subslilulion  (7'  par  la  substitution  (8)  est 

(9) 

(]ui  appliqué  au  système  en  question  le  transforme  en 

.r 

—  i5a;  H-  34  V  -t-  60;. 
EnQn  la  substitution 

(10)  y  \  ^  +  y 

transforme  ce  dernier  en 

X 

3x  -f-    -jy 
19X  -I-  3Zi  y  -i-  60; 

qui  est  réduit 

Le  produit  de  (9    par  1  10;  est 


On  trouvera  de  même  comme  substitution  réduisant  le  deuxième 
svstème  donné,  la  substitution 


D'ailleurs  les  systèmes  réduits  sont  identiques.  Donc  les  systèmes 
proposés  sont  équivalents.  D'ailleurs  le  rang  du  système  est  égal  au 
nombre  de  variables.  Il  n'y  a  donc  qu'une  substitution  transformant 
le  premier  système  en  le  second,  c'est 
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OU  apirs  calcul 

i4      a-.î  ■.!() 


-.   -.     o 

\      f)        X   11/ 


Le  dctenninant  de  celle  sulislilntioii  osl  -+-  1.  Los  deux  systèmes- 
sonl  propremi-nl  (kiuiviilonls. 

289.  —  Deux  syslhneri  ilc  fnrnies  linéaires  tels  ijiir  pniir  Ions 
/es  svslî'mes  ixirlirls  (in  on  peut  en  extraire,  les  déterwinants  du 
talileau  des  coefjicients  aient  le  même  plus  <iriind  commun  diciseur 
sont-ils  é(jiiivalents  ? 

La  réponse  est  affirmalive,  quand  les  systèmes  ne  se  composent 
que  d"iinc  forme    n"  282). 

l):iiis  le  cas  général  la  condition  est  nécessaire  [Kiiir  l'équiva- 
lence n°  279  iii:iis  clli;  n'est  pas  sul'lisanlo.  Pour  le  iiirnitriM  .  il 
suffit  de  nionUer  (|iie  deux  systèmes  rétluils  peuvent  salislaiie  à 
ces  conditions  sans  èlre  identiques. 

Soient  par  exem[)le  les  deux  systèmes  réduits 

et 

Il  suffi l  que 

pour  que  les  conditions  en  question  soient  remplies.  Mais  ceci 
n'entraîne  pas  que  r}^.,  =  j,  ...  Donc  les  deux  s\stèmes  ne  sont  pas 
forcément  identiques. 

Exemple.  —  Les  deux  systèmes 

.r,  ■+-  3xo        2.r,  +  3xi.. 

290.    fiéponse    l'i   lu   première   ijuestlon   du   u"  270  pour  deux 
systèmes  de  fornws  linéaires.  —  Deux  systèmes  de  formes  linéaires 
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qui  ropicsentent  les  mêmes  enlieis,  sont  ('(jnivalents  ;  c'est-à-dire 
se  ilotluisrut  l'un  de  raiilic  jiar  une  >nl)sliliilioii  unité. 
Soil  un  système  de  formes  linéaires,  et  soit 


,  I-'  I 


-I-    ...    --T-    0,.,,X,. 


o,,.,x,       H- Sp.jXa       4-  ...  -(- o^„j;r 

son  système  réduit. 

On  voit  sans  peine  que  le  coefQcient  c!*,,,  est  le  plus  petit  entier 
positif  représenté  par  la  première  forme. 

Le  coefficient  o\.j  est  le  plus  petit  entirr  positif  représenté  par 
la  seconde  forme  quand  la  première  csl  nulle. 

Le  coefficient  c?,,^  est  le  plus  petit  enlii'r  ie[)résenti'  |)ar  la  seconde 
forme  quand  la  première  a  une  valeur  égale  à  c^i.,  ... 

Le  coefficient  o\.;.  k  -^^  r)  est  le  plus  petit  entier  positif  repré- 
senté par  la  A-^™«  forme  quand  les  k  —  i  premières  sont  nulles.. 
Le  coefficient  o\.;._i  est  le  plus  petit  entier  [tosilif  représenté  par  la 
^.cme  forme  quand  les  /.■  — -  2  premières  sont  nulles  et  que  la 
;  A- —  f^"'"  est  égale  à  o\,s_i  ...  Le  coefficient  c?/../,  o  -C  h  <  A 
est  ieplus[)etit  entier  positif  représenté  parla  A^""=  lorme  quand  les 
Il  —  I  premières  sont  nulles,  que  la  A^"'«  est  égale  à  c?/,.?,,  la 
(A  -f-  I  ™'«  à  o\^i,;.  ...  la  (A —   I  ™'<^'  à  C/Vi.A. 

lùilin  o';..h  k  >  /•  est  la  valeur  que  piend  la  A*"'"  forme,  lorsque 
les  II  —  1  premières  sont  nulles  et  que  la  /(^"'«,  la  (A  ^-  if'"^,  .._ 
la  /•«"«  ont  des  valeurs  respectivement  égales  à 

Donc  si  deux  systèmes  île  formes  linéaires  représentent  les- 
mêmes  systèmes  dentiers,  les  coefficients  de  leurs  systèmes 
réduits  sont  les  mêmes.  Donc  ils  sont  équivalents. 

291.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  sys- 
tème en  contienne  arithmétiquement  un  autre.  (Comparer 
avec  le  n"  257).  On   voit  inmiédiatement  qu'il   faiil  que  le  plus- 
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^'rand  commun  diviseur  des  délerminatits  du  tal)liMU  de  tout  sys- 
tème partiel  o\tiait  du  second,  suit  un  niulti|ile  de  celui  des  détci- 
minants  du  tableau  du  système  partiel  correspondant  extrait  dii 
])remier  (  n"  279).  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante.  Clier- 
olions  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  (').  Soient  les  sys- 
tèmes que  je  représente  par  les  tableaux  de  leurs  coefficients  : 


et 


l',., ,■■■!',.„■ 


Pour  écrire  rpie  le  [)rcmier  contient  le  second,    je  vais  écrire 
t[u'en  ap[)liquant  au  premier  une  substitution 


'1 .1  ■••■'1 ,11 


■"n,!-    •■'m. 11 


j 


on  trouve  le  second.    Il  vient  ainsi  />«   équations,  dont  les  p  pre- 
mières sont 

Ol.lïl.l   T-    ai,2»2,l   -+-   ..-    +  ai,ntn,l  =  ''1,1 
aj,!»!,!  H-  02,2».^,,  -+-  ...  -!-  ai.„a„,,  =  6..,, 


"/i,!»!.!  -♦-  "p.i'a.i  -i-  •••  ■+■  a,,ii»,i,i  =  l>p,i 

•et  forment  un  système  diopbantien  où  les  inconnues  sont 
a,.,,  a,,,,  ...  y.„,i. 

Les /)  suivantes  se  déduisent  de  celles-ci  en  remplaçant  les  in- 
connues a,.i,  c/.,.i,  ...  a„.i  par  les  inconnues  «1,2,  '/.,,...  ...  (/.„,,  et 

les  termes  tout  connus  //,.,,  b:.,,  ...  b„.i  par  6i,-.,  ta, 2,  ...  h,,,.,.  Elles 
forment  un  système  où  les  inconnues  sont  a, ,2,  «s,»,  ...  a,., 2. 

l'^t  ainsi  de  suite;  on  a  ainsi  n  systèmes.  Il  faut  exprimer  qu'ils 
sont  possibles.  On  obtient  ainsi  les  conditions  suivantes  (n°'  195 
et  196\  1°  .S'(  le  premier  .■iystèmc  .te  eumpose  de  p  formes  imlépen- 
4aiiles,  iljaut  et  il  suffi l  que  le  module  du  système  [a)  soit  le  même 

(I)  FiuKiiEsiis.  J.  r.  a.  M.,  86  (if*?!)!,  p.   Hj."). 
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ijiw  crlui  (le  clia'juc  systcme  (f/i  obtenu  m  hanldiil  le  xyxtcnw  (a) 
jKiv  une  eolonne  empruntée  nu  syfthne  (h).  (On  appelle  iiiodiiht  d'iiii 
système  ilo  formes  indéporuLintcs,  le  mcxlulc  tlii  lahlcnii  dn  ses  co- 
ellicients(ii''  195). 

•2"  Si  le  raïKj  'lu  iireniier  système  est  r  </>,  il  /nul  et  il  suffit  (jue 
ce  soit  aussi  le  nuK/ de  chacun  des  systèmes  id),  et  de  plus  ifue  dans 
le  système  (a)  et  dans  chaque  système  [d],  le  plus  i/raud  commun 
diriseur  des  déterminants  d'ordre  r  soit  le  même. 

292.  —  .Mais  ou  peut  simplilicr  la  lorme  de  cet  énoncé  et  dite  : 

l'dur  (pie  le  système  (a)  contienne  le  système  (h), 

i"  Si  le  premier  systènw  se  compose  de  p  formes  indépendantes, 

il  faut  et  il  suffit  (pw  le  module  du  système    a)  soit  ét/al  à  celui  du. 

système  (ah)  ohlenu  en  juxtaposant  horizontalement  le  système  (a) 

et  le  système  \h). 

2"  iS(  /('  ran<j  du  premier  système  est  r  <  p,  il  faut  et  il  suffît 

que  ee  soit  aussi  le  ranij  du  système  [ah),  et  de  plus,  que  le  plus  qrand 

commun  diviseur  des  déterminants  d'ordre  r  du  système  [a)  soit  le 

/(•  même  que  celui  des  déterminants  d'ordre  r  du  système  (ah). 
Démontions  la  première  [larlie.  Que  la  condition  soit  suffisante, 

cela   résulte  immédiatement  de  ce  que,  si   elle  est  remplie,  celle 

énoncée  au  n"  291  l'est  aussi. 

Elle  est  nécessaire.  En  elTet,  le  tableau  {ah)  s'écrit 

/«i,    ■•■    «1.1        Ou  ^11    -t-  •••  -i-"l/,»nl    On  y,n    ■+-■■■  +  a, „3„ 


v«,,,    ...(!„„        O;,!  ai,    +    ...  H-  flp„ï„| X,.|-J|,i'-f 


jin  ";yl    ."1  1     ^         ••■    T^    "pn  -"Ml .»(.  I    Jlll         r-     ...     -T-    Ji,,,'' 


.\ppelons  D  le  plus  yrand  commun  diviseur  des  déterminants  tlii 
tableau  (a),  V  celui  des  déterminants  du  tableau    ah). 

On  voit  alors  que  les  déterminants  du  tableau  («6)  sont  des  fonc- 
tions linéaires  homogènes  à  coefficients  entiers  de  ceux  du  tableau 
[a).  Donc  tout  diviseur  commun  aux  déterminants  du  tableau  (a) 
divise  ceux  du  tableau  (ah).  Donc  D  divise  F.  Mais  dautre  p;ui  1' 
divise  D  puisque  les  déterminants  du  tableau  [a)  font  [larlic  de 
ceux  du  tableau  (ah).  Donc  D  =  V . 

Remarque  I.  —  D'après  la  remarque  du  n"  275  (voir  aussi 
u"  269),  le  résultat  précédent  est  une  généralisation  de  celui  du 
n    195. 

Cahln     —  Théorie  îles  noni!)rc:>,  t.  I.  17 
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Rcinnrijiu'  II.  —  Si  un  sxslènio  déformes  indépenilanles  a  |>our 
module  1,  il  coiUieiil  tous  les  syslèmes  de  mrnic  hauteur. 

292.  l'.itrollairc.  —  Pour  ([ue  les  deux  systèmes  soient  équiva- 
li^nls  il  faut  (jue  L'Iiacuii  soit  coutenu  dans  l'autre.  D'ailleurs  oMa 
l'sl  sufiisaiU,  iiuisciii'.iiuis  ils  représcutent  les  mêmes  systèmes 
d'entiers  (\oiru"~  280  tL  290).  La  condition  pour  que  les  deux 
systèmes  soient  équivalents  est  donc  D  =  E  =  V ,  en  appelant  V. 
le  module  du  système  (b). 

La  seconde  partie  du  théorème  annoncé,  le  cns  où  r  ■<  /;  se  trai- 
terait d'une  fa(;on  analogue. 

Remairjnc.  —  Si  l'on  applique  cette  condition  i'i  deux  systèmes 
réduits,  on  voit  en  particulier  que  pour  qu'un  système  réduit  en 
contienne  un  autre,  il  fmit  que  les  coei'ticients  principaux  du  se- 
cond (u"  2861  soient  des  multiples  de  ceux  de  même  rang  (hi 
premier.  La  démonstration  directe  serait  facile. 

Ri'linrixt'  à  In  xi'romle  queslian  du  ii°  275  pnnr  deux  systi-mes 
de  formes  linénires.  —  Si  un  système  de  foiines  re[)résenlc  tous 
les  systèmes  d'entiers  cpie  représente  un  aiitie.  le  premier  con- 
tient le  second  :  c'est-à-dire  qu'on  [)eut  (l.'iliiire  le  second  du  pre- 
mier jiar  une  substitution  linéaire. 

Ln  ell'et  soit 

\a'  b'  c'J 


Xd'efJ 


le  premier  système, 

'</    e  f 

le  second. 

Puisque   le   premier  représente  tous  les  systèmes  d'entiers  que 
représente  le  second,  il  représente  en  ]>articulier  le  système  d,  d' . 

On  a  donc 

ax  -+-  fc?  -+-  c-;   =:  d 
a' a.  -H  6'P  -+-  c-[  =^  d' . 


On  a  de  même 


h';.'  -i-  ci  =  e 
6'p'  —  c'v'  -=  e' 
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et 

„a"   +  b^'   -+-CY"  =/ 
a  a'  ^_  //a"H_c'Y"=/'. 

Donc  le  second  s\slènii;  se  déiliiil  du   pieinier   pai-  la  siiljsli- 
tutioti 


294.  Invariants  arithmétiques.  —  Uaiis  la  llii'orie  aiitlimé- 
tiqtlP  dos  l'ornios  et  dis  syslomos  de  fonues,  on  appelle  invariaiil 
nue  loiictioii  (luelconcjiie  I  («,  h,  r,  ...)  des  coeflicients  «,  h.  c,  ... 
d'une  le  unie  nu  d'ini  svslrnie,  lelle  que  .si  l'on  e(feiiae  sur  les  l'd- 
nnhh's  une  siiIisIiIiiIkhi  liiicairc  iimli'.  et  (in'oii  appelle  <t  ,  //,  c' ,  ... 
/('.s'  eoefjicieiils  de  In  fnriiie  /ransforiiK'e,  ou  nil 

](a,  h.  c.  ...)  =  zh  lu,',  I,'.  c\  ...). 

On  voit  que  lonl  invariant  al,i;élii  ique,  qui  se  leproduil  après 
subslilulion,  niultiplii'  [lar  une  puissance  du  déterminant  de  la 
substitution,  est  un  invariant  aritliniétique  ;  par  exemple  le  déter- 
minant d'un  système  de  n  formes  linéaires  à  n  variables. 

^fais  il  \  a  d'autres  invariants  aritlimétiques  que  ceux-là,  par 
exemple  le  plus  grand  dixiseur  des  coeflicients  d'une  l'orme 
[n"  274):  les  [)lus  grands  communs  di\iseurs  des  déterminants 
d'un  certain  ordre  extraits  du  tableau  des  coefficients  comnmns  di- 
viseurs d'un  système  de  formes    n"279). 

Système  complet  d'invarinnts  arilhmélitjiies  d'une  forme  ou 
d'un  système  île  fornws.  —  Se  définit  comme  pour  les  invariants 
algébriques  (n"264). 

(j'est  un  système  d'invariants  jouissant  des  deux  propriétés 
suivantes  : 

1°  Us  sont  indépendants. 

2"  Deux  systèmes  de  formes  pour  lesquelles  ces  invariants  sont 
les  mêmes  sont  équivalents. 

ïuÉoiu'.ME.  —  Pour  un  systènu-  de  formes  linéiiires  les  coefji- 
eienls  du  système  réduit  forment  un  système  complet  d'ineariauts. 

En  elTet  ils  sont  indépendants  car  les  conditions  auxquelles  ils 


aGo  Tlll'oltll      m:s    NOMIIUES 

ils  sont  soumis  non  ilék'iiniiu'nl  aiicmi  (|ii;iii(l  un  connaîl  les 
autres;  de  plus  deux  svsli'nics  pour  lesquels  ils  soni  les  uièmes 
sont  éqni\alents  pnis(|u'ils  diil  mrnie  syslôine  léduit. 

295.  Pnoiii.iiME. —  Mi-tlunl  ilniis  iiiir  ninnc  <-lassc  tmis  les  svs- 
Ihiic.s  cijitii'ah'nls  entre  eux,  Irunver  toutes  les  elasses  de  systhncs  de 
n  formes  linétilres  indépendantes  de  module  donné  1)  (D  >■  o)  et, 
le  nombre  de  ces  classes.  —  .le  rap[)elle  ([u'on  a])pclle  classe  de 
systèmes,  Tenscmlilo  des  systèmes  écjuivalenls  entre  eux.  Toute 
classe  peut  se  représenter  par  un  système  réduit,  et  réciproque- 
ment. Il  sullit  donc  de  trouver  tous  ces  systèmes  réduits.  Soit 


'',,1     '■■•„, i  •..  <'„.„ 
l'un  d  eux,  représenté  |>ar  le  tableau  de  ses  cocflicients.  On  a 
(l'i^  0,.,  0.,..,  ...  o„.„  ~  D. 

Il  taul  donc  déconijjoser  de  toutes  les  ra<;ons  posssiblos  D  en  un 
|)roduit  de  n  facteurs  >■  o.  ce  qui  est  facile.  On  décompose 
d'ahorti  1)  de  toutes  les  fai.ons  j)ossibles  en  un  produit  de  deux 
(acteurs,  puis  dans  cliacun  de  ces  produits,  on  décompose  île 
loutes  les  laçons  i)ossil)les  le  premier  de  ces  l'acteurs  en  deux  autres 
<'t  ainsi  de  suite). 

Avant  obtenu  une  décomposition  telle  (pie  (i.3),  on  prendra 
successivement  [lour  i-j\,  ,  tous  les  entiers  satisfaisant  à 

o   <$    Oj,,    <C   02,.2 

puis  pour  oV.i  et  (?.,  o  tous  les  entiers  satisfaisant  à 

o  <5   8.1,1    <  ^3,3 

O    ■<     03,2    <    S;,, 3 

etc.  On  aura  ainsi  tous  les  systèmes  réduits  cliercliés. 

Exemple.  —  n  =  3     ])=:;(>. 

Les  décompositions  de  C)  en  deux  facteurs  sont 

G=i  X  '"i"  3X3  =  3X2  =  6  X   I. 
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Par  suite  celles  en  trois  facteurs  sont 

C=i  X  1X6=1  X2X3  =  ->.  X  1  X3=i  x:5X2  =  3xiXa 
=  IX()XI=2X3X1=3X2X1=  6X1X1. 

Si  l'on  prend 

il  faut  prendre  oj,,  égal  à  o,  et  o,,,  cl  c,,;,  égaux  à  l'une  des  valeurs 
o,  1,  2,  3,  4.  5  ce  qui  donnera  36  combinaisons  possibles,  etc.  On 
trouvera  en  tout  i)i  classes. 

D'une  liK.on  générale  D  ayant  été  décomposé  en  un  produit 


cherchons   combien   il  y  a  de   systèmes  léduits  concspondant  à 

cette  décomposition. 

On  peut  pour  c?.,.f  choisir  l'une  (juelconquc  des  c?j  o  valeurs 

# 
o,   I,  ...  ii-,.,  —  I  I. 

Pour  o\,i  et 'Al  2  on  peut  choisir  l'une  quelconques  deo\,i  valeurs 

o,    I,  ...  0,.,  —   I, 

cela  l'ait  (o\, ,)-  systèmes  de  valeurs. 
Etc. 
Finalement  le  nombre  des  classes  cherché  est 

^2.2(h^'    ...    («„.,)'-' 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  décompositions  de  D  en  n  fac- 
teurs (voir  n"  405). 

296.  Représentation  géométrique  des  systèmes  de  formes 
linéaires.  —  Soit  un  svstènie  do  formes  indépcndanU's  au  nombre  de 
r.  Supposons  qu'on  ait  ramené  ces  formes  à  ne  contenir  que /•  variables 
ce  qui  est  possible.  Dans  le  cas  de  r  =  i,  :>.  ou  3,  il  y  a  une  représen- 
tation géométrique  simple  des  systèmes  d'entiers  représentés  par  le 
système  de  formes.  Soit  r  ==  3  et  le  système 

X  =    ax  ^-    bv  -i-    rz 
Y  =  a'x  -+-  b'v  -+-  c'r 
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On  voit  iinmédialement  (|ue  les  points  \ ,  ^  .  /  fonnenl  un  ri-seau 
ayant  comme  ijaralli-lépipèile  élémentaire  le  parallélépipi'ilc.  dont  un 
sommet  est  le  point  O,  et  les  trois  soniinets  adjacents  les  poiiils 

\[a.  a.  a).      Hi/-.  /-'.  /._),      iUc.  c.  c"). 

A  deux  systèmes  é(piivalents  correspond  un  même  réseau. 

Tous  les  sommets  d'un  tel  réseau  sont  des  points  à  coordonnées 
entières. 

Réciproquement,  à  un  réseau  de  points  à  coordonnées  entières  cor- 
respond une  inilnilé  de  systèmes  de  lormes  linéaires  à  eoeiricicnts 
entiers,  tous  écpiivalent?  entre  eux.  Chacun  de  ces  systèmes  correspond 
à  im  parallélépipède  élémentaire  du  réseau.  Il  \  a  un  parallél('|)ipède 
élémentaire  corres|)Ondanl  au  s\slèmc  réduit.  Il  e>t  l'acilc  d'énoncer  les 
conditions  f^'éométritpies  (pii  délinissent  ce  |iaral]élé|iipède. 


EXERCICE 

Vériller  (|ue  le  système 

X 
4.-C  H-  5j 
7.'-  -1-  8v  -H  <).- 


contient  le  système 


3a-  -f-  lov 
\y.3-  -+-  b->.y  +  27: 


cl  trouver  la  sulislitution  qui  transforme  le  premier  dans  le  se(ond 


cii\piTni-:  \vi 


THÉORIE  DES  FORMES  BILINÉAIRES 


297.   Théorie   algébrique   des   formes  bilinéaires    —  Une 

foniiL'  IjiliiR'aire  est  du  la  tonne 


X^  /i  =  I,  3,  ...  n\ 

7,aj!Xiyj       I    .  )• 

j^    j<'    wj        \  y  =  1 ,  2.   ...  /)  ' 


Un  |)eiil  l'ordoiinor  par  rapport  aux  _v  et  réciire 

Yi(a,,,x,   ...  -+-  a,. „.'■„)  -h  ...  -i- .v,,(a,,.,.ri  ...  -f- a,,.„.r„) 
ou  par  rapport  aux  .r,  et  l'écrire 

Xt  («ïi^iV,  ...  -f-  fly.i.V,,)  -h  .-.  +  a-„(a,.„v,  +  ...  +  ",,.«?',•)■ 
On  représente  .souvent  celte  forme  par  le  tableau  de  ses  coefllcients 

11.,     "2. 


,(i„.  a,,,..  ...  a„ 


Dans  les  calculs  qui  vont  suivre  les  .r  et  les  _v  forment  deux  séries  de 
variables  séparées.  On  efTeclue  des  substitutions  sur  les  .r,  ou  sur  les  v. 
On  pourra  effectuer  deux  telles  substitutions  en  même  temps:  mais  on 
ne  fera  jamais  de  substitutions  dans  !esc|uelles  les  variables  .r  s'expri- 
meraient en  fonction  des  nouvelles  variables  v  ou  inversement. 
D'ailleurs  une  telle  substitution  ne  donnerait  plus  naissance  en  général 
à  une  autre  forme  bilinéaire. 

.\  la  forme  bilinéaire  (i)  est  atlacbé  un  svslème  de  formes  linéaires 


aC4 
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en  .1-,  ;i  savoir  le  système  repiésenli''  pnr  le  lableaii  (i),   et  un  snsIÎmix- 
de  formes  linéaires  en  v,  à  savoir  le  svstèine  lopiésentc  par  le  lablcavi. 


.ai.„a-2,„  ...  "j,,„^ 


Les  coefficients  de  la  forme  l)ilint''aiie,  (|u;md  on  fait  nne  substitu- 
tion sur  les  .r,  subissent  la  uu'nic  Iransloriuatioii  (pie  ceux  du  systùnie 
en  ./'  atlacbé;  quand  on  fait  nue  substitution  sur  les  y,  ils  subissent  la 
même  Iransformalioii  cpie  ceux  du  s\sti'nie  en  y  attaché. 

298.  Forme  réduite-  Au  p<ïlut  de  vue  algébiiipie,  toute  l'orme 
bdinéane  est  éf|uivalent('  à  une  loiine  n'ihiitc  : 


.i-,Y,  H-  j-,y-. 
Eu  ellcl.  soit  la  forme 


X,Vr. 


«.  I  (!>..>  . ..  a, 


Les  coefficients  étant  supposés  n'être  pas  Ions  nuls,  je  peux  supposer 
(en  faisant  s'il  est  nécessaire  une  transposition  entre  r,  et  une  autre 
variable  _V),  (jne  les  coefficients  de  la  prciniéie  ligne  ne  sont    pas  tons 


nuls.  Soit  a, 


o;  en  faisant  la  sul)siitutiou 


la  forme  devient 


x,  o,, 


—    X,...—  -     x„ 
"1,1        «1,1  «1,1 

I       I)      ...      o 
/'.,,  ''..2  ...    Ih,.. 


Maintenant  la  substitution 

Ji  i  Vi  —  fcj,iV|  ...  —  bp,,yp 
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transforme  la  Ibnne  en 

'    1     o     ...     o 

O    60,0     ...    //j,,, 


Si  les  6  sonl  tous  nuls  elle  se  réduit  à  .T,y,,  elle  est  réduite. 

Si  les  h  ne  sont  pas  tous  nuls,  on  recommence  comme  on   vient  de 
l'aire,  mais  en  faisant  porter  les  substitutions  sur  .r.^,...T„ 
Icnient.  La  forme  devient 


et  ainsi  de  suite. 

Le  nombre  ;•  s'appelle  rany  de  la  forme  bilinéaire.  //  l'st  éijnl  au  rang 
du  tableau  des  coeflirienls. 

En  effet  on  passe  de  la  forme  primitive,  à  la  forme  réduite  par  une 
suite  de  substitutions  réversibles  sur  les  .r  ou  sur  les  v. 

Or  une  substitution  réversible  sur  les  .'■  n'altère  pas  le  rany 
in'  257).  Il  en  est  de  mèir.e  d'une  substitution  réversible  sur  les  v. 
Car  rien  ne  distingue  à  ce  point  de  vue  les  x  des  v). 

Le  rang  de  la  forme  bilinéaire  primitive  est  donc  égal  au  rang  de  la 
forme  réduite 

.T,v,  -^  x-:^',  -j-  ...  -H  a-,.v,.. 

Or  dans  le  tableau  des  coefficients  de  cette  forme  il  est  évident  qu'il 
\  a  un  déterminant  d'ordre  v  qui  n'est  pas  nul  (celui  formé  par 
les  r  premières  lignes  et  les  r  premières  colonnes,  mais  que  tous 
les  déterminants  d'ordre  supérieur  sont  nuls;  le  rang  du  svstèmeest 
donc  bien  égal  à  r. 

11  en  résulte  «[u'  une  Jormc  bilinéaire  n'a  iju  une  forme  réduite. 

299.  luÉoiiKME.  —  Pour  que  deux  formes  bilinéaires  soient  é<juiva- 
lentes  abjébriiiucmenf.  il  faut  et  il  sujjil  tju  elles  aient  même  ramj. 

En  ell'et  si  elles  ont  mêmes  rang  /•  elles  ont  même  forme  réduite 
Xiy-  -r-  a-oj-j  -i-  ...  +  x,v,.,  elles  sont  équivalentes;  et  récipro(juement. 
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Piioiii.i:\iE.  —  Tronrer  Imiles  les  sulislitulions  par  lesifueUes  on  peut 
passer  d'une  forme  bilinêaire  à  une  autre  éijuwalenle. 

On  voit  comme  on  l"a  déjà  fait  plusieurs  Ibis,  par  exemple  au  ir251. 
que  ce  probli'me  se  lami-no  à  celui  de  trouver  les  substitutious  aulo- 
morplics  de  la  roriiic  réduite.  Soit  n  le  nombre  de  variables  (Nous pou- 
vons supposer  quil  v  ail  dans  cliaiiue  lornie  n  variables  x  et  n  variables 
V,  car  nous  |)ouvoiis  au  besoin  coniplétor  par  des  termes  nuls).  Soit;' le 
ranj;  commun  des  deux  formes. 

La  substitution  cherchée  se  compose  d'une  substitution  sur  les  .r 
soit  V^  et  d'une  sur  les  y  soit  \\',,. 

Nous  avons  à  écrire  : 

(X,7,   -+-   X-^Yi  -i-  ...  —  X^Y„)  V^W,,  =  .(•,_)•,   -H  X^Vj  -h  ...-i-  X,Yr 


OU 


(X,)',   -4-  X.i)-.2  -I-   ...  -+-  Xryr)Xr  =  {^lYl  +  ^i^'i  -+-••■  -''r/r)  ^V 


Appelons  a  les  coefficients  do  la  substitution  A    et  P  ceux  de  la  sub- 
stitution \\ 
Il  faut  (]uc 

("'i,!'"!   ^f-  "tr^-i  ■+-  ■■•  «l,n-'^i)Vi  -t-  (3m-2C|   -f-  aj.îTî  -f-  ...  -T-a5,„Jr„)_Vï 

-V-    ...  -f-  (=«,.. iX,    ^-  •ïr,â-T'2  -1-    •■•    ■+■  'r,na^Fl)Vr 

=:jr,0,,,v,-|-  3,  .^v,  +  ...   --?,,„j'„)-t-a:,(?o.,_v,-f-?j,oj-s-1-...+  3j,^r„> 

-f-    ...  -i-^r(?r.,yt       t      3,.i.Vï-f-   ■"   -H    Pr,,,V„). 

Kn  identifiant  on  en  tire  : 

ai,i  =  ?i,i       «1.^  =  ^2,1       •■•       =ii.r  =  Pr,i        ai,,ii    =o...ai,„=0- 

Oj_,   =:   p,^2  Bo^o  =   ^2   j         ...         ».,.,.  ^=   3,., 2  Œj.rJ.!     =   O    .  . .    »..,„    ^  O 

='r,i=3|.,         a,.,.- =  3j,r        ...       3^,^  =r  ^,.  ,.  a,..,j.,   ^  O  ...  3,.,„  =  Q 


O     —  ?,.„      O     =?,.,„      ...     O      =  3,.„  . 
Autrement  dit  : 

pour  i  ~>  r,  les  »,.y  et  les  3,^^  sont  indéterminés, 

pour  /  <î;  r,  j  ]>  r,  les  »i.^  et  les  P,.,  sont  nuls, 

pour  1  ■<  r,  j  <^  r  les  '..^  sont  indéterminés  et  3,-  ^  =:  a^_j. 
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300.  l'iiKoitKVK.  —  Pour  ijii'unc  forme  l>illné<iire  en  coiiticiuir  tthjé- 
hrhjue.menl  une  autre,  il  faut  et  il  sufjil  que  le  raiirj  de  la  première  soit 
égal  ou  supérieur  à  celui  de  la  seconde. 

La  condition  est  nécessaire  d'après  ce  qu'on  a  \u  an  n"  257.  Kileesl 
siiflisaiile,  car  on  la  snpposanl  remplie,  la  première  forme  e.sl  ('([niva- 
lenle  à  une  forme  r»;duite 


el  la  seconde,  à  une  forme  rédulle 


.    XyVr 


■  a;,.'/.' 


Or  on  voit  immédiatement   une  substitution  (pii  liansforme  la  pre- 
mière dans  la  seconde  c'est 


•Tl 


X,.' 

o 


y,.' 

y,'-- 1 


On  trouve  facilement  iaiites  les  substitutions  qui   transforment   une 
l'orme  bilinéaire  en  une  autre  contenue  dans  elle. 


301. 


I^n  forme  bilinéaire 

I,  2,  ...  n\ 
1,  a,  ...  nj 


dans  laquelle  il  y  a  aulanl  de  variables  x  que  de  iHirinblef,  y.  admet  le  dé— 
lermiu'inl  de  ses  curljlcicnls  coinine  invariant. 

Si  l'on  fait  sur  les  .r  ime  substitution  de  déterminant  .M,  le  détermi- 
nant (les  coefiicients  de  la  forme  est  multiplié  par  M  (n°261i;  de 
même  si  l'on  l'ait  sur  les  v  une  substitution  de  déterminant  M  ,  le 
déterminant  des  coefficients  est  multiplié  par  M  .  Le  théorème  est  donc 
démontré.  11  n'v  a  d'ailleurs  pas  d'autre  invariant  de  la  forme  bili- 
néaire que   les  expressions  cD'"  (c  et  m  étant  des  constantes),  car  un 
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invariant  (le  la  forme  l)iliiiéaiic  est  aussi  lin  invariant  du  svsli-ine  de 
formes  linéaires  en  .r  qui  lui  est  attaché  (n"  262 1. 

Remarque.  —  Dans  une  forme  bilinéaire  dans  laqnt'llc  lo  noml)rc 
des  \ariablos  .r  n'est  pas  égal  à  celui  des  variables  v  mais  est  par  exemple 
plus  petit,  on  peut,  comme  on  l'a  déjà  dit  (n"  299 1,  ajouter  des  termes 
à  coeflicicnls  nuls,  de  façon  à  rétablir  l'égalité  de  ces  deux  nombres.  Le 
ibéorème  précédent  est  vrai  encore  dans  ce  cas,  le  déterniinanl  des 
cocllicienls  de  la  forme  étant  nul. 

302.  Théorie  arithmétique  des  formes  bilinéaires  à  coeffi- 
cients entiers.  Forme  réduite  imparfaite.  Iiikuhi  \n;.  —  l'nule 
forme  lidincairc  à  car/'/irieiils  l'iilirrs  est  ci/alnilt'iile  à  une  Juriiif 

/•■i./-|V|    -l-  li.XA:.  -H  ...  -H  AvX.Vr. 
.Soit  la  fiirinc 

'•j 

On  [icut  supposer  (|uc  la  \aleui'  absolue  du  cuellicient <;,,,  est  inlc- 
rieurc  ou  au  [>]\is  égale  aux  \aleur.s  absolues  des  autres  coefficients, 
car  si  cette  propriété  api)arlienl  à  un  autre  coenicient  «;.,  on  leca 
les  transpositions  Xi||x',,  Vj'lj'i.  lùisuite  on  peut  supposer  '/,,i>o 
car  sinon  on  clianj,'erait  .t,,i  do  signe.  Ceci  posé  si  oi.i  ne  divise 
])as  tous  les  coeflicicnls  de  la  première  ligne  et  île  la  ])r('niière 
colonne,  on  peut  encore  le  rein|)laccr  par  un  autre  coellicient  po- 
sitif et  j)lns  [)(!til  que  lui,  de  la  façon  sui\ante. 

Soit  (II..,  le  coeflicient  de  Xiy,,  non  divisible  par  (/ii  on  feia  la 
substitution 


.1-, 
■0. 


7.r,  -H  x,,^ 

X, 


.\lors  le  c'oelTicient  de  .ciVi  devient  '(,,,,  +  '/'h,,  t^t  '""  l"'ul  ilé- 
trriuiiier  '/  par  la  coiulilioii  que 

0  <  a/,,1  -+-  '/Oi.i  <  Oi.i. 

Comme  celte  diminution  du  coefficient  de  .ci^'i  ne  peut  se  pour- 
suivre indétiniment,  il  .irrivc  un  moment  oii  ce  ciiellicient  divise 
tous  ceux  de  la  première  ligne,  et  de  la  première  colonne.  Désignons 

encore    [)ar    ^   (i^,x,yj  la  forme  obtenue    (les  a   n'étani   pins   les 

uièiues  qu'au  début). 


TUKORIE    DES     lOHMES    lill.lNÉMRKS  269 

La  substitution 


x,  _  J-  X,  —  ...  —  „   "x„ 

«l,!  «1.1 


t  2  ...  »  « 

ai.i'  Oi.i- 


fait  que  les  coefTicients  des  termes  en 

sont  nuls.  La  foriuc  biliuéaiie  donnée  est  alors  lanieuée  à  la  forme 

A-|X,v,  +  F(t.Z3  ...  V2V3  ...) 

F  étant  une  forme  bilinéaire  qui  ne  contient  plus  ni  x.^  ni  v, .  On 
opérera  de  la  même  façon  sur  la  forme  F  de  façon  à  ramener  cette 
dernière  à 

k.JC.\:,  -+-  G(ir3  ...  J;i  ■••1 

G  étant  une  forme  bilinéaire  qui  ne  contient  plus  .C|,  y,,  x.,.  y^,  et 
ainsi  de  suite. 

On  arrive  ainsi  à  une  forme  réduite 

liiX,yt  ■+-  k.,x.y^i  -\-  ...  -T-  krXrVr- 

Le  nombre  ;•  est  d'ailleurs  le  rang  de  la  forme  bilinéaire. 
Mais  nous  appelons  cette  forme  réduite  imparfaite,  parce  que 
nous  pouAnns  trouver  une  forme  réduite  plus  particulière. 

303.  Forme  réduite  parfaite.   —    Toute  forme    hiliiieaire  à 
coef/icienls  entiers  est  é'piirnlente  à  une  forme  réduite 

Ci-TiVi  -!-  e^X^j-i  -+-...  -h  e^ryr 

<',,  ('2,  ...  «r  étant  (les  entiers  positifs,  dont  cliaeun  dii-ise  le  suiranf. 
De  p\us  celte  forme  est  unique  ('). 

?sous  allons  supposer  le  théorème  vrai  pour  une  forme  bilinéaire 
contenant  une  variable  x  et  une  variable  y  de  moins  que  la  pro- 


(')    Ce  théorème   est    de  M.  Frœbenius,    J.  r.  a.  M.,    t.  Sti   (1879),    p.  1^6, 
la  démonstration  du  texte  est  de  Kronecker,  id.  t.  107  (i8i)i),  p.  i3d. 
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]>osée.  Ramenons  d'abord,  comme  nous  venons  de  le  dire,  celle 
dernière  à 

A-,x,ji  +-  V{x.,,  X,  ...  y.,  V,  ...)• 

Si  l'un  des  coelficieats  de  F  n'est  pasdhisible  par/,i,  on  jilhiI 
encore  remplacer  le  coefficienl  do  .r^yi  par  un  autre  positif  et  plus 
petit  que  lui,  de  la  façon  suivante.  Soit  a,.,  le  coeflicient  de  .cy, 
non  divisible  par  A-i  (i  >■  1  /i  >  i).  En  faisant  la  substitution 
unité  Xi  I  Xi  -+-  Xi,  on  ne  cliange  pas  le  terme  en  x,}',,  mais  on 
introduit  un  terme  en  Xiy,  qui  a  comme  coefficient  'i,,i  non  divi- 
sible par  ^1,  et  en  opérant  alors  comme  plus  haut,  on  mettra  de 
nouveau  la  fdriiie  i)ilinéaire  sous  la  Ibrme 

l'i'x,yt  -+-  l'',{Xi,X3.  ...  v„Vu  ...) 

A-,'  clanl  positif  et  <i  k,.  Comme  celle  diminution  du  coefficient 
de  x,yt  lie  jieul  se  [)ioioiif,'er  iiidélinimrni,  on  arrivera  à  la  forme 

(a)  «i^i.Vi  -h  G{x-..x,,  ...  y.,Y: ) 

daus  laquelle  r,  divise  tous  les  coefficients  de  (l. 

Maintenant  puis(|ue  nous  supposims  le  théorème  vrai  pour  la 
forme  (i,  l'expression  peut  se  transi'oruier  en 

(3)  e,x,v,  -f-  e.iX.^Y.,  -+-...--  e,a,vjr 

«■^  divisant  t'.i,  C;  divLsant  ei,  etc.  ...  «',._,  di\isant  e,.. 

.le  dis  d'ailleurs  que  c,  divise  c^  {').  En  ellet  ilans  le  calcul  qu'on 
vient  do  faire  le  plus  grand  commua  diviseur  des  cocflioients  de  la 
forme  ne  change  ))as  (n'^'274  .  Or  sous  la  forme  (2)  on  voit  que  ce 
plus  grand  commun  diviseur  est  Ci,  ilonc  Ci  divise  encore  lous  les 
coefficients  de  (3),  en  particulier  c-. 

Pour  démontrer  que  la  forme  réduite  parfaite  est  unique  nous 
allons  donner  la  signification  îles  coefficients  Ci,  Cj,  ...  tv  en  fonc- 
tion des  coeflicients  de  la  forme  priniili\e. 

304.  —  L'entier  Ci  est  le  /)//w  ijranil  commun  diviseur  des  coeffi- 
cients de  htjorme. 

(')  11  n'est  mùmc  pas  nécessaire  ilo  le  démontrer,  car  si  on  avait  la  forme 
(3  I  ou  «1  ne  divisait  pas  ct  il  suniraitdc  recommencer  les  mêmes  calculs  qu'on 
vient  de  faire,  le  coefficient  e\  serait  remplacé  par  un  coefficient  positif  plu» 
petit,  etc. 
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/.('  prodail  Cic,  est  le  pi  lis  (/rand  commun  diviseur  des  délermi- 
nan/s  du  deuxième  ordre  extraits  du  tableau  des  coefficients  de  l<i 
forme.  D'une  façon  générale  :  le  produit  CiCj  ...  Ci,  est  le  plus 
i/raud  i-oiiiinun  diviseur  des  délerminmils  ihi  /,'  ordre,  extraits  de  ce 
tulileiiii. 

On  a  vu  on  ellcl  (n'  279)  i]ue  lorsqu'on  luit  une  substilulion 
iinilé  sur  les  .r,  le  plus  grand  commun  diviseur  ties  délerminanls 
d'ordre  k  ([uon  peut  former  avec  A:  certaines  lignes  du  tableau, 
ne  change  pas.  Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les 
déterminants  d'ordre  /.■  extraits  du  tableau  ne  change  pas  non  plus. 

De  la  même  façon  ce  plus  grand  commun  diviseur  ne  cliangc 
pas  non  plus  [)ar  tme  substitution  sur  les  y.  Donc  il  est  le  même 
pour  le  s\stème  proposé  et  pour  le  système  réduit.  Or  pour  ce 
système  réduit  les  seuls  déterminants  d'ordre  /.■  non  nuls  extraits 
du  tableau  des  coellicienls  sont  les  produits  k  à  k  des  nombres  e. 

Or  parmi  ces  produits,  e^ei  ...  eu  divise  tous  les  autres.  C'est 
donc  bien  le  plus  grand  commim  diviseur  en  question. 

Conséquence.  —  Si  l'on  ap|)elle  D;,,  ce  plus  grand  comuuui 
diviseur,  on  a 

1),  =  e, 
D.  =  e,e.. 


W 


D/,  =;  BiCi 


..  e,. 


D'oii  l'on  déduit 


D,,  =  etC,  ...  e... 


(S) 


ei 

= 

u, 

C-i 

= 

D, 

e/. 

= 

D, 

. 

V 

. 

e,. 

— 

D,. 

Les  formules    ('i)    mettent  en  évidence  que  Da  est  divisible  [)ar 
D/,_i  ce  qui  est  à  [>eu  près  évident  '/  priori. 
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Mais  les  Ibrniules  (3)  montrent  de  pins,  |inisque  l'on  sait  que 
Ck  est  divisible  par  e^.,  ,  que 

D,  D,_, 

est  un  nombre  entier.  Ainsi  : 

riiiioRKMi;.  —  D,.  (lcsi;/nan(  le  plus  ijrawl  commun  diviseur  des 
déterminanls  d'ordre  I;  exirails  d'un  lahleuu  à  éléments  entiers, 
D.  Dj.^o  <rsZ  dirisihie  piir  (D,_,)-. 

l'osons 


e,  =  (/, 

e,  ^  ,/,(/, 

e*  =  ''i''i  . 

-d. 

e,=.d,d,. 

..d,. 

on  aura 

]),,  =  id,Y(d,)''-'  . 

■  d. 

1),  =W  ('/.)-'.. 

■  {dr-, 

y  d.. 

Renmrfjue.  —  I.a  Inrme  réduite  étant 

«'i^'iji  4-  e-jX-iVi  -h  ...  -I-  e,-T^7r 

on  peut  la  compléter  par  des  termes  e,-^i  iXr+iJr-i  1  -+-  ...  jusqu'à  un 
terme  de  rang  quelconque,  pourvu  qu'on  suppose 

Cr  ■  1  ^  *,-4  >  =  ...  =  o. 

Les    formules    (4)    sont  encore  vraies,   pourvu  qu'on  suppose 

Dr+ D„  tous  mds;  ce  qui  est  possible,  car  ils    sont  iudéler- 

niinés.   ^Le  plus  graud  commun  diviseur  d'entiers    tous  nuls  est 
indéterminé.) 
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Définition.  —  Les  nombres  t'i,   c>,  ...  e,-  s'appellonl  les '//i'/- 
sear.'i  ('Irniciitain's  do  la  rotino  hilinûaire  ou  du  tableau 


\a,„i  ...  a,,,,,/ 
Lorsque  (',  :=  1  la  forme  est  |)ilmitivc  et  réciproqucrueiil. 

305.  I  inôoRibu:.  —  Pour  que  deux  formes  hilincairca  à  cocf/i- 
<'lciil.s  entiers  soienl  é'iuiralenlcs  arilhmcli'jucmenl ,  il  faut  et  il 
suffit  (jueDi,  \),,  ...  D,.  soient  les  mêmes  pour  ces  deux  formes  ; 
ou  encore  que  leurs  diviseurs  élémenlaires  soient  les  mêmes. 

En  efTet  nous  savons  que  cette  condition  est  nécessaire  (n"  304). 
Elle  est  d'ailleurs  sullisante,  car  .'<i  elle  est  remplie,  les  deux 
formes  ont  même  forme  réduite. 

306.  PhOBLiiMii.  —  Trouver  toutes  les  substitutions  par  lesquelles 
on  peut  passer  d'une  forme  hilinéaire  à  une  autre  équivalente. 
IVous  supposerons  que  dans  les  deux  formes  données  il  y  a  im 
même  nombre  /;  de  variables  ./;  et  de  variables  y  :  en  complétant 
au  besoin  par  des  termes  nuls. 

On  démontre  comme  toujours  qu'il  suffit  d'obtenir  les  subs- 
titutions automori>lics  de  la  forme  réduite. 

Une  telle  substitution  se  compose  d'une  substitution  sur  les  x, 
soit  V,  et  d'une  substitution  sur  les  y,  soit  W,,,  et  nous  avons  à 
écrire  que 

(6)      (eia-,r,  -H  e.,:r.^.>  +  ...  +  e,.x,y,)  Vj,.W,,  =  e,.r,yi  -+-  ...  -f-  e,x,y, 

c'est-à-dire 

(d,;r,yi  +  ...H-c/,(/i  ...  (/..a:-^'^)  Vj.  =  ;;(/,a-,ri -f- ...-+- rfij/^ ...  d,x,y,)\'^K 

Soient  a  les  coefficients  de  \ i,  jS  ceux  de  W,,"'  (comparer  avec 
le  n''  299). 

Nous  avons  à  écrire  que 

,  ,  i'i(='i,i-^i  ■••-i-»i,n5"„)ri  ...^-(/|'L■■■''r;=<,•,l•^'l-i-...-^x,•,„^',■)v, 

^''  =</ia;,(p,,,r,  ...  ^P,,,,r,.)- +<A''2  ...</,«,. (P,.,ij, -h  ... -f- ?,.,„r„). 

En  identifiant  nous  trouvons  que  : 

1°  les  c(i,j  et  pi,j  où  ('  >  ;•  nientrent  pas  dans  le  calcul  et  restent 
indéterminés. 

Caue.n.  —  Théorie  des  nomljres.  t.  I.  i8 
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2°  Les  y^.j  et  les  j3,^^  sont  nuls  [>oiir  /  <  /■,  /'  >  r. 

3"  Enfin   les  cd.j  et  fi„^j  pour  /  <   r,  J  •  :   /•  sont  liés  par  les 


relation 


s 


«1,1  =  Pi  1  «1,2  =(lSi,i  ...  "i,,.  =  d-i  ...  (/,.3^,, 

''.»i,l  =  3k.  «...  -     po,,  ...  =.,,,=  ,/,  ...  d,?,.„ 


'"/ 

\  (L  ...  (/,ï,,,  =  ?,,,.      (/:,  ...  f/,I,,,.,  =      p2 a,..,  =  p^,,. 

En  résumé  on  peut  se  borner  à  cbercher  des  substitutions  Vj.. 
\\^'  (et  par  suite  W,,),  portant  seulement  sur  les  variables 
Xi,  Xi.  ...  Xr',  Vi,  yi.  ...  y,.  On  complotera  les  tableaux  des 
coefficients  de  ces  substitutions  par  n  ■ —  r  colonnes  do  coefficients 
nuls,  j)uis  par  n  —  /•  lignes  de  coefficients  qiielcoiicpies. 

L'identité  (G)  montre  alors,  d'après  le  tbéorcmo  du  n  301  que 
le  produit  des  déterminants  de  Vj-  et  de  V,,  est  égal  à  i .  Dune  cba- 
cuno  de  ces  substitutions  est  une  substitution  unité,  et  il  en  est 
de  même  de  Wr'. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  des  entiers  a  et  fi  qui 
satisfassent  aux  conditions  (8)  et  tels  que  les  détermJnants  \ci\  etjf^l 
satisfassent  aux  conditions  : 


Mais  la  condition  (0)  donne  |  a  |  ^^  |  ^'^  j. 

Il    suffit    donc   de   déterminer  les    a    par    les  conditions   que 
I  a  I  =  zL  I  et  que  les  valeurs  de  fi  tirées  des  éipiations  ;^7)  soient 
entières.  Cette  dernière  condition  revient  à  ce  que  : 

I   oi,,o  soit  divisible  par  1I2 
,  .  '«1.3 ddi 

'"  , 

Pour  cela  on  pourra  écrire  tous  les  déterminants  égaux  à  -f-  ou 
—  I  (n"  212).  et  ne  garder  que  ceu.x  qui  satisfont  aux  condi- 
tions (()). 

307.  Théorème.  —  Pour  (jaune  forme  hiliiwaire  à  coejjicients 
entiers  f,  en  contienne  aritlinictiijiiemcnt  une  autre  7,  il  faut  et  il 
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siilfil  (jue  le  /viny  de  f  suit  lynl  on  sapérieur  à  relui  de  q,  et  ffue 
chnijiie  dinis('iii'  éléineulnire  de  fdn'isc  celui  de  ntènw  Indire  de  i/  ("■). 

D'ailleurs,  en  convenant  comme  on  l'a  déjà  fait  que  les  diviseurs 
d'un  indice  supérieur  au  rang  sont  nuls,  la  première  de  ces  condi- 
tions est  contenue  dans  la  seconde. 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  En  ell'et,  su[)|iosons  qu'elles 
soient  remplies.  La  l'oruie  réduite  de  y  étant 

e,T,yi  -h  e.,x.,ri  +  ...  +  e„x„y„ 
celle  de  j  est 

iii,e,x,y,  ~  m.e^T-^y  -i-  ...  -H  in„e,,.T„Y„. 

De  plus  m„  peut  être  nul;  ou  bien  »;„  et  m„_,,  ...ou  bien 
/)!„,  /»„_,,  •■■,  in.j  peuvent  être  nuls  (^),  de  sorte  que  le  rang  de  g 
peut  être  inférieur  à  /). 

Ceci  posé  /"i  contient  71,  cm  f,  so  transforme  en  7,  par  la  substi- 
tution 

IU,X, 

llloX-, 
n        "',rT„ 

D'autre  part  /"contient  /,    et  '/,  contient  (/.   Doncy' contient  7 

Ces  conditions  sont  nécessaires.  —  Nous  voulons  démontrer  que 
si  à  une  forme  bilinéaire  /,  on  applique  une  substitution  S,  puis 
une  substitution  T,,  ;  le  rang  de  la  forme  ne  peut  augmenter  et  que 
ses  diviseurs  élémentaires  seront  multipliés  par  des  facteurs.  Mais 
il  suffit  de  démontrer  la  seconde  partie  de  cette  proposition,  puisque 
la  première  y  est  comprise. 

Il  suffit  évidemment  de  la  démontrer  en  supposant  qu'on 
applique  la  seule  substitution  S,  ;  car  la  démonstration  donnée 
s'appliquera  aussi  à  la  forme  obtenue  et  à  la  substitution  T,,. 

Le  tliéorème  est  évident  pour  les  diviseurs  élémentaires  d'in- 
dice I,  d'après  le  théorème  du  n"  278. 

Pour  les   diviseurs  élémentaires  d'ordre  supérieur,  nous  nous 

(Il  FKŒnENius.  —  ./.  r.  a.  ,U.,  t.  88  (iSSo;,  p.  ni. 

i-j  Et  mùmc  m„,  rii„^i,  ...  m>,  m,.  Seulement  dans  ce  cas  la  seconde  forme 
serait  identiquemenl  nulle  et  le  tliéorème  évident. 
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bornerons  ici  au  cas  de  /)  ;=  :>,  le  cas  gûnéral  sera  trailé  [>lus  loin 
(n"  384). 
Soit 


de  sorte  fjne 

•'     '  ^  Ira   -1-  d'i      ri  -h  .(c/ 

il  ImuI  \çrilicr  (juc  le  ra[i[)rirt  du  dclerniluaiit  de  yS^  au  pltis 
grand  commun  diviseur  de  ses  élémenU  est  divisible  par  le  lajiport 
analogue  pour  f\  c'est-à-dire  que 

{ab  —  cd)  (aô  —  ^y) 
D(aa  -+-  h'(,  ap  +  6S,  c»  -h  rf^.  <=?  +  ^^) 

est  divisible  par 

afc  —  cd 


ou  encore  que 


D(a,  6,  c,  rf) 

(ao  —  '^i)  U  (^u,  /',  c,  (/j 


est  divisible  par 

D(aa  -f-  6y,  ai  +  bè,,  et    ■    d-;,  ri  -(-  bi) 

En  effet,  ce  dernier  nombre  divisant  </a  -4-  6y  et  afj  -+-  bù,  divise 
{arj.  -(-  b-j)  0  —  (aj'S  -i-  to'')  y,  c'est-i-dire  (ac?  —  ,Sy)  «.  On  voit  de 
même  qu'il  divise  {7/}  —  [j-j]  h,  {aâ  —  [t/)  c  et  [y.'}  —  fy^)  d.  Donc 

il  divise 

(ao  —  i-f)  D  ta,  /(.  c,  d). 

308  —  Mcltdiil  )lans  une  nicmc  classe  toalcs  k's  Jarmcs  rijui- 
vulc'itU's  ciilrc  elles,  trouver  lonles  les  classes  tle  formes  bilinédires  de 
rait'i  r  et  de  déterminanl  donné  D. 

On  peut  supposer  D  >  o,  puisque  si  dans  une  l'orme  bilinéaire 
de  déterminant  D,  on  cliange  de  signe  l'une  des  variobles,  on 
obtient  une  forme  équivalente  de  déterminant  —  D. 

Toute  classe  peut  se   représenter  par  sa  forme  réduite.  11  sullil 

donc  de  trouver  les  formes  réduites.  Soit  CiXiyi  -h  ...  -h  t'rXrjruno 

telle  forme.  On  a 

CiCj  ...  c,.  ^  D 
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en  posant 

^1  =rfi 

e-i  =r.didi 

il  vient 


e,.  ^  d,d.  ...  (/,. 


(J.)' W'-'  ...(</,.-,, )^'/,.  =  D. 


Il  faut  décomposer  D  de  toutes  les  façons  possibles  en  un  pro- 
duit de  cette  forme. 

l'ourcela  on  choisira  de  toutes  les  façons  possibles  '/,  de  façon 
que  [di)'  divise  D.  Ce  choix  fait,  on  a 

Il  reste  donc  à  résoudre  un  problème  analogue,  mais  oîi  r  est 
remplacé  par  ;•  —  i. 

Ëxemplf.  —  Soit  r  =  3,       D  =  72. 

Les  valeurs  possibles  de  d^  sont  1  et  2. 

Pour  </,  :^  I,  il  reste  à  déterminer  d^  et  (/.,  par 

Pour  (/,  =  21!  reste  à  déterminer  d,  et  d.  par 

etc. 

Ou  trouve  les  solutions  suivantes 

il,  1.73],  ^i,  2,  361,  [1,3,  241,  [1,  6,  12  .  [a,  2,  18],  [2,  G,  C] 

eu  représentant  pour  abréger  par  [ciCo  ...  e,.    la  forme 

«i^'iji  +  «■•■^■jy-2  -+-■■•  e,-^,-Y,- 

Résolution  de  Cciiualion  Inlincaire  dioplianlieiinc^').  —  Une  telle 
équation  est  de  la  forme 

/(.r,.  X,.  ...  0:,.  y,,  r.,,  ...  r,)  =  o 
{')  Ci.  l'mEBEMts.  —  J.  r.  II.  m.  86  (1^7(1',  p.  irii. 
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le  premier  membre  rtaiil  une  forme  bilinéaiie  à  coefficients  entiers, 
l'ar  une  substitution  modulaire  sur  les  x  et  une  sur  les  v  mi  la  ra- 
mène à  la  forme  réduite 

(/,.r,j,  +  d^d.r.Yî  -r-  ...  -+-  did^  ...  d^x^y,.  =  a. 

Si  </i  ne  divise  pas  <i,  lécjuation  est  impossible. 
Si  (/,  divise  a,  l'écpialion  s'écrit 

On  peut  prendre  arliitiairfmt'iil 

X-2J  y<.   .î^;(i    V;{ Tr,    Vr,    ,.*  .*7„,  J'„ 

et  en  déduire  toutes  les  valeurs  de  x,  et  Vi,  eji  décomposant  en  deuv 
facteurs  de  toutes  les  façons  possibles  le  iioud)re 

^    —  d-.r-i)'i  —  did^œjjj  ...  —  (/jt/a  ...  lU:tJr- 

309.  Applications  de  la  réduction  des  formes  bilinéaires. 

1.  —  liésoltilion  d'un  sYstcnif  ilrijiKilions  l:iu-nires  diophanlirniii:':. 

Si  on  multiplie  la  première  des  équations  du  système  juir  ji,  la 
seconde  par  ji  ...  et  qu'on  ajoute,  on  obtient  une  équation 

f{r,,.v.,  ...  Y,,}'-!  ■■■)  =  l'O'i  -f-  b^i  -+-  ■•■ 

(pii  iloil  rire  satisfaite  quels  (jue  soient  ji,  y  s,  ... 

Le  premier  membre  est  une  forme  l)ilinéaire.  Par  une  double 
substitution  modulaire,  on  le  ramène  à  une  forme  réduite  qui  peut 
être  imparfaite  (').   Léqualion  prend  alors  la  forme  : 

et   puisque   cette   équation   doit   être   satisfaite  quels   que   soient 
ji,  yi  ...  on  en  déduit 


(')  Dans  tout  calcul  où  la  forme  rijduile  imparfaite  suffit,  c'est  clic  qu'il  faut 
employer,  puisque  son  calcul  est  plus  court  que  celui  de  la  forme  réduite  par- 
faite. 
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Sous  celle  l'orme  on  voit  iuiméilialemeut  si  le  système  est  pos- 
sible et  ([iielle  esl  sa  solution. 

II.  —  /'oiir  (iii'un  xysième  île  formes  tiiicuircs  iniisse  re\irésciUer 
un  systt-me  <renlierx  premiers  dans  leur  ensemble,  il  faut  et  il  suffit 
<jue  les  coefficients  rie  ce  sjslhuc  île  formes  soient  premiers  dans 
leur  ensemble. 

Celte  condition  est  cvideniuient  nécessaire;  démontrons  qu'elle 
esl  suffisante.  Soientyi.  /L,  .•/,,  les  formes  du  système,  i^a  con- 
dition en  question  peut  s'énoncer  ainsi  :  l'invariant  d  de  la  forme 
bilinéaire/iji  -■  fy> -h  ...  -)- y",,V;,  est  égal  à  i.  Donc  l'équation 
diophantienne /Ivi  -^fiji^  ■■•fi'yv  =  i  '"*''  possible.  Or  pour 
les  valeurs  des  .*■  f|ui  satisfont  à  cette  équation,  il  est  évident  que 
les  valeurs  prises  par  les  formes  f  sont  premières  dans  leur 
ensendîlo. 

310.  Forme  bilinéaire  alternée(').  —  C'est  une  forme 


y 

'■j 


(i  =  1,  1.  ...  n  1 
"-Mj==......u) 


Kemarquons  qu'il  résulte  de  là  que 


Ainsi  /('  lahlenu  des  coefficients  d'une  forme  bilinéiiire  alternée 
est  un  tableau  carré  tel  que  les  éléments  de  la  diai/onule  principale 
sont  nuls,  et  que  deux  éléments  symétriques  par  rapport  à  cette 
diagonale  sont  éijaux  mais  de  siyaes  œiilraires.  Un  tel  tableau 
s'appelle  symétrique  i/auche. 

Définition.  —  Ona[)[)clle  substitutions  coqrédientes  deux  substi- 
tutions faites  sur  deux  séries  dilTérentes  de  variables,  mais  dans 
lesquelles  les  tableauv  des  coefficients  sont  identi(|ues. 

TuÉoKÈME.  —  .S(  on  fait  sur  les  x,  et  sur  les  j,  deux  substitu- 
tions co(/rédientes,  une  forme  alternée  restera  alternée. 

En  ell'ct   soient  a,.,  les  coefficients  de  la  forme,  y.j,,  ceux  de  la 

(')  FKOËBEïits.  —  J.  r.  11.  M.,  t.  86  (•879),  p.  itiâ. 
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subslitulion.   On  Noit  facilement  (jue  les  coefficienls  île    la  lormc 
obtenue  par  la  substitution  sont  donnés  par  la  formule 

4-  (On.l^iw  -+-  0,1, ï's,;   4-   •••)'».,. 

d'où  résulte  facilement 

Aji  =  —  A,j. 

311.  Forme  réduite  particulière  aux   formes  bilinéaires 
alternées.  —  Soit  la  forme  alternée 

'o      (i,,2  ...  n,,„ 
o-,i  o      ...  a..„ 


(D'ailleurs  toutes  les  formes  que  nous  allons  considérer  mainte- 
nant sont  alternées  et  nous  ne  le  dirons  plus). 

Les  cocfltcienls  étant  supposés  non  tous  nuls,  on  [)iut  supposer 
(en  faisant  s'il  est  nécessaire  la  transposition  entre  Vi  et  une  autre 
variable  j/,.  suivie  de  la  transposition  entre  Xi  et  xu),  que  les  coeffi- 
cients de  la  première  ligne  ne  sont  pas  tous  nuls.  On  sait  alors 
qu'on  peut  trouver  une  substitution  unité  sur  xi,  x.-.,  ...  x,,  qui 
transforme 


"im^^n 


en 


l>l,,.Vi 


l>,^.,  étant  le  plus  grand  comnuin  diviseui'  de  0,,^,  a,^-„  ...  a,^„. 

Je  fais  d'ailleurs  suivre  celte  substitution  de  la  substitution  co- 
grédiente,  de  sorte  que  la  forme  devient 


o      l>,,>  o     ... 

O        ^3,2  .-■bi.n 
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Maintenant  ne  touclianl  plus  à  la  variable.'-,  ni  à  la  variable  y,, 
on  opérera  de  manière  à  ce  que  la  forme  devienne 
-o     Ci,2  o    o     ...     o' 

'■2,1  o       Co.jO       ...       o 

o  C;,,.2    o         f;i,i     ...   Cj,„ 

O       o       fi.sO       ...  Cj,,! 


...  o 


(c'i.o  et  Cj.,  ne  sont  d'ailleurs  autres  que  />,,o  et  b..,). 

Maintenant    ne    touchant  plus  aux   variables  Xi,  x.,,  ji,  y 2  on 
opérera  sur  les  autres  d;  manière  à  ce  que  la  forme  devienne 


(10) 


0 

</!,: 

_>  0 

0 

0 

...  0 

f/.,, 

0 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

0 

3.,1 

,     0 

...  0 

0 

0 

?■..■ 

1  0 

0 

...  0 

0 

0 

0 

0 

0 

...  </ 

o       o       o       IJ „,-...  o 

ilt..,ei  f/^,!  ne  sont  d'ailleurs  autres  que  c,,,  et  c,,- 

Nous  allons  montrer  que  si  y,  ,  n'est  pas  divisible  par  (/,_.,  on  peut 
transformer  la  forme  en  une  nuire  faite  de  la  même  façon,  mais 
dans  laquelle  cette  circonstance  se  présente.  Pour  cela  on  fait  les 
substitutions  cogrédientes       .tj  |  x,  -h  x^        y,  |  Vi  +  V3. 

La  forme  devient 


0 

''k: 

1  0 

,'/:>.: 

;    0 

...  0 

</.., 

0 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

0 

.'/■,: 

,    0 

...  0 

Sv,: 

1  0 

9-, 

1    0 

0 

...   0 

0 

0 

0 

0 

0 

•••    >J:.,n 

Un,:. 


0.89. 
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idcnliqiic  à  la  forme  (lo^  si  ce  n'esl  que  le  quatrième  élémenl  de 
la  promière  lif^Mie  et  le  quatrième  clément  de  la  première  colonne 
sont  respectivement  '/,,.,  et  (/■,,,,  au  lieu  de  zéro. 

On  refera  sur  cette  dernière  forme  toutes  les  opérations  ipi'il 
faut  jiour  la  ramener  à  la  forme  (lo).  La  première  de  ces  o[)éra- 
titins  sera  do  transformer  fl,.,x.,  -+-  '/....c,  et  (l..iyi  -+-  fj;,3yi  par  des 
sul)stitiitii>ns  coiirédientes  respectivement  en  rj^.^x-i  et  72,1}'.; 
(/i^^  étant  le  pins  iriaiid  coiiiiiiiui  ili\  isour  Ar.  il,  .,  et  «y,.;.  Ce  nombre 


c/i^j  est  donc  |)Osilif  et  |)his  petit  qi 
(/a,;.  On  arrivera  linalcment  à 


(/, ^  puisque  '/, ,0  ne  divise  pas 


0 

7l,2 

0 

0 

0 

...  0 

'h, 

0 

0 

0 

0 

...  <i 

0 

0 

0 

7:1 

i   0 

...  0 

0 

0 

'/■■■ 

,1  0 

0 

...  0 

0 

0 

0 

0 

0 

•••  '/...« 

0000 


In,:. 


'],,.,  étant  plus  petit  que  i/,^.,. 

l'^n  continuani  ce  procédé  qui  ne  peut  se   poursuivre  indélini- 
ment.  on  arrive  à  la  Inrme  siixanlc 
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0 

.u 

0 

0    . 

.       0 

-f' 

0 

0 

0    . 

.       0 

0 

0 

0 

.U  ■    ■ 

0 

0 

0 

"/^ 

0  .     . 

.       0 
0 

o      /, 

-^'    °. 

<-,Vst   à-dire  : 

(i-.>.    /,(.Tjy,  —  x,y.^  +/.(.'-vV:,  —  x^\)  -h  ...  -h/<(x.,,V2,  -I--T.,.   ,r..,) 

/,,  j\^  .-./'-  l'innl  ilex  enliers  iKi.filifs  dunl  cIkicuii  <livi.'<e  le  siiiraiil. 
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312.  —  On  en  déduit  les  conséquences  suivanUîs  : 

I.  —  D  ab.iid  un  voit  que  le  tableau  réduit  est  d'ordre  -is.  Donc 
T<Mt  dclcrminanl  symétrique  gauche  d'unhf  impair  à  /■Icmenlx 

enlicra  est  nul  ('). 

II.  —  Clierchons  des  divisenrs  élémentaires.  Dans  le  tablean  [n) 
les  éléments  non  nul*  sont 

dont  le  plus  grand  commun  diviseur  est/i.  Donc 

«1  =/■• 
Les  déterminants  du  deuxième  ordre  non  nuL^^  sont 

c'est-à-dire  les  produits  deux  à  deux  ties  quantités/,  /-.  ■••/,  une 
d'entre  elles  pouvant  être  prise  deux  fois.  Leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  est  {fif- 
Donc 

d'où 

Les  déterminants  du  troisième  ordre  non  nuls,  sont  les  produits 
trois  à  trois  des  quantité.*  /i,/i  ...  /=,  une  d'entre  elles  pouvant 
être  prise  deux  fois.  Leur  plus  grand  commun  diviseur  est  {f\)'J-- 

Donc 

e,ese2  =  {ftYfi- 

Donc 

Dune  façon  générale  on  trouve  que 

III.  —  On  vient  de  voir  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
déterminants  d'ordre  deux  est  (/i  j-  ;  on  verrait  de  même  que  le 


(')  Ce  ttiéorème  s'applique  à   tout  déterminant  s\m(Hrique  gauche,  que  les 
cléments  soient  entiers  ou  non  (n"  164). 
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o   r> 

' 

4 

5     o 

I 

2 

1  —  1 

o 

8 

4  —  2- 

-8 

0 

plus  grand  diviseur  commun  aux  di'teriuinants  d'ordre  (|uaUe  esl 
{fifi  .../,,)'-.  D'une  façon  générale,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  déterminants  d'ordre  2h  est  •  fi/i  ■•  ■/'•)' ■  C'est  donc  un 
carré  parfait.  En  particulier  : 

Tout  (lélerminant  sYmélrifjuf  (/(itichc  à  élcnienls  entiers  est  un 
carré  parfait. 

Exemple  : 


(42)» 


n  .  —  Il  résulte  aussi  des  expressions  de  ft.f:-  ■■■/s  en  fonction 
des  plus  grands  diviseurs  coninums  aux  déterminants  de  même 
ordre  extraits  <iu  tableau  cpie  la  forme  rcduilc  {i:>.)  équivalente  à 
une  forme  hillnéuire  alternée  donnée  est  unique. 

V.  —  Enfm  nous  venons  de  voir  qu'on  peut  passer  d'une  forme 
liilinéaire  alternée  donnée  à  sa  forme  réduite  {i:i;  par  des  substi- 
tutions cogrédientes  ;  donc  :  Quand  deux  formes  Inlinéaires  alter- 
nées .sont  équiralenles  on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  des 
substitutions  cotjrédientes. 


EXERCICE 


Le  diviseur  élémentaire  e»,  d'un  tableau  est  le  ])lus  ;.'rand  commun 
diviseur  des  q\iotients  qu'on  obtient  en  divisant  ciiaquc  déterminant 
d'ordre  h  du  tableau  par  ses  mineurs.  (H.-J. Smith,  Philosoph.transac., 
i5i  (i86i),  p.  3iS  ^  l'apers  i,  p.  897  et  Procéd.  Lond.  Mallt.  Sor, 
I  (4)  1871-73,  p.  244  ^^  l'apers  2,  p.  27;"). 
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ELEMENTS 
DE     LA    THÉORIE     DES     CONGRUENCES. 

GONGRUENCES     LINÉAIRES 


313.  Définitions.  —  Deux  enliers  sont  dits  cnnqrns  suirani  un 
verlain  iitudulc  lit,  lorsque  leur  tlilTéionce  est  (li\isil)le  par  m.  Ainsi 
20  et  —  8  sont  congrus  suivant  le  module  7  car  leur  dillërence  28 
estdivible  par  7.  Pour  indiquer  que  deux  entiers  a.  h  sont  congrus 
suivant  le  module  m  on  écrit 

(1)  a  ^  h  (niod.  ii>) 

qu'on  énonce  :  «  <i  congru  à  h,  module  ni  ».  I.a  relation  (i) 
s'appelle  une  con</inencc. 

Il  nous  arrivera  souvent  de  supprimer  l'indication  du  module  et 
d'écrire  simplement  a  ^  b,  lorsqu'il  n'en  pourra  résulter  d'ambi- 
guïté, par  exemple  quand  le  module  restera  le  même  pendant 
toute  la  durée  d'un  calcul.  C'est  (Jauss  qui  a  employé  le  premier 
celte  notation.  Elle  met  en  évidence  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les 
congruences  et  les  égalités  et  qui  ressortira  de  ce  qui  suit  ('). 

Deux  enliers  qui  divisés  par  m  donnent  le  même  reste  sont  con- 
grus (mod,  m)  et  réciproquement. 

Deux  entiers  qui  ne  sont  pas  congrus  (mod.  ///)  sont  dits  incon- 
'jriis  (mod.  m)  et  cela  s'indique  par  la  notation 

n  ^  I)  (mod.  m). 

(')  Legendre  emploie  plus  simplement  le  signe  ordinaire  de  l'cgalito  et  écrit 
a  ^  b  (mod.  m).  La  notation  de  Legendre  est  à  certains  l'gards  préférable  à 
relie  de  Gauss,  mais  celle  dernière  est  passée  dans  l'usage. 
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Deux  entiers  incongrus  (moil.  m),  ilivisés  par  m  Jonncnl  des 
restes  dillérents  et  réciprnqucinenl. 

314.  Ensemble  comp)et  œod.  m).  —  Considérons  les  entiers 
(l)  o,   i,  -i,  ...  m  —  I 

Us  jouissent  des  deux  propiiotés  suivantes  : 

I.  —  Deux  d'entre  eux  sont  ineonfjras  (mod.  m). 

II.  —  Tout  entier  est  mnijru  (mod.  m)  n  Fun  d'eux. 

l'out  ensemble  d'entiers  jouissarvt  de  ces  deux  propriétés 
s'appelle  un  ensemble  camplet  (mod.  //(). 

E.ieiiiples.  —  o.  I,  2,  3,  4.  5  forment  un  ensemble  complet  (niod.  G). 
Il  en  est  de  même  des  entiers  i3,  —  3,  —  l'j,  a,  29,  —  2. 

liemnr(jU('. —  Dans  un  ensemble  complet  (mod.//i).  il  v  a  m  en- 
tiers. Si  l'on  a  ni  entiers,  pour  démontrer  (fuils  forment  un  en- 
semble complet  (mod.  //(),  il  suffit  de  démontrer  qu'ils  satisfont  à 
une  seule  des  deux  propriétés  1  ou  II. 

315.  Théorkme.  —  //)  entiers  consécutifs  forment  un  ensemNe 
Comi>lel  (mod.  m). 

Gënéralisalion .  —  m  termes  consécutifs  d'une  pro(jression  arith- 
métique dont  la  raison  est  première  nrec  m,  forment  un  ensemhk- 
complel  (mod.  m). 

Soient  les  entiers 

(a)  a.       a  -\-  r,       a  -i-  ar,  ...  a  -f-  (m  —  1)  r 

/•  étant  premier  à  m. 

Puisque  ces  entiers  sont  au  nombre  de  m.  il  suffit  de  démontrer 
qu'ils  satisfont  à  la  pro[uiété  I,  Ix  savoir. 

Deux  de  ces  entiers  sont  incontjrus  (mod.  m).  En  etîet  la  difé- 
rence 

(a  -  :  -  lu-)  —  {a  -h  tir)  =  [h  —  k)  r 
ne  peut  èlrc  divisible  par  m,  car  m  étant  premier  à  ;■,  ne  pourrait 
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diviser  (/(  —  /.)/•  c|U('  s'il  divis.iil   /(  —  A.   Or  //  et  A:  claiil  deux 
termes  dilTércnts  de  In  suite  (  i)  on  a 

o  ■<  I  /(    —  /i  I  <  m. 

Donc  /(  —  A  ne  peut  être  divisible  pat'  m. 
Exemples. 

. —  3,  —  2,  —  I,  o,  1,  :>.,  ;i 

—  4.  —  I,  a,  5,  8,  1 1,  i4, 

forment  des  ensembles  complets  (luod.  -). 

316.  Addition  des  congruences.  Tuéoukme.  —  l)e 

a  =  b"\ 

b  =  h'  I  ,       ^ 

(o)  '   firiod.  m) 

■■■         \  ' 

1=1'    ] 
on  ilrdtiil 

a  4-  6  -f-  ...  -f-  /  ^  a'  +  //■  -i-  ...  H-  l  (mod.  m). 

En  effet  les  congruences    3)  revienncnl  au\  égalités  : 

a  =^  a   --:-  iiix 
h  =  h   -+-  m'i 


l  r^  l'  -h  nù. 
'/.,  9j.  ...  À,  étant  certains  entiers.  On  en  tire 

«  -f-  t  H-  ...  -h  l  =  d  -h  b'  ^  ...  -^  l  -~  m  (a  +  S  -f-  ...  -j-  À) 
c'est-à-dire 

a  H-  6  -f-  ...  +  /  ^  a'  -t-  6'  +  ...  -h  l'{mo(i.  m). 

Vutrement  dit  :  On  peut  ajouter  mcmhrc  à  mcmlirr  des  con</rii- 
enccs  lie  même  nindiile  coniiiie  <h'.'i  ('•(lalilcs. 

l']n  particulier  oit  iical  (ijoiiler  un  mcme  entier  aux  deux  membres 
d'une  eonijraence. 

317.  Soustraction  des  congruences.  —  On  verrait  de  même 

que  :  de 

a  ^  a'  (mod .  m) 

b  ^  b'  (mod.  m] 
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0/1  déduit 

a  —  b  ^  a'  —  b'  (niod.  m). 

Autrement  dit.  On  /wiit  soustraire  membre  à  membre  des  con- 
(/ruem-es  de  même  modale  comme  des  é<jalilés. 

En  particulier  on  fient  soustraire  un  même  entier  aux  deux 
membres  d'une  congruence. 

318.  Multiplication  des  congruences.   TiiÉonÈME.  —  De 

a  ^  a    . 

(4)  /  (mod.  m) 

1=1'   I 
on  tliduit 

ah  ...  l  ^  ah    ...  /'  (inod.  m). 

Kii  ell'et  les  conjuTucnces    4)  reviennent  aux  égalités  : 

a  =  a   -h  mx 
b  =^  b'  -\-  mi 


/  =  f  +  ma. 
En  les  multipliant  membre  à  membre  on  obtient 

ah  ...  l  :=  ah   ...  l  -r~  des  termes  contenant  m  en  l'acteur. 

Donc 

ah  ...  I  ^  a'b'  ...  l'  (mod.  m). 

Cas  particulier.  —  De 

a  ^  a'  (mod.  m) 

on  déduit 

An  ^  ka     mod.  m). 

C'est-à-dire  qu'o/i  peut  multiplier  les  deu.r  men^brcs  d'une  con- 
gruence  par  un  même  entier. 

Remarque .  —  On  peut  même  dire  que  :  de  la  con(/rucncc 

a  ^  a   (mod.  m) 
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1)11  ill'fluil 

lia  s=  Art'  (iiiod.  I.iii). 

\iiisi  on  [triit  midliplii'r  les  di-ii.r  iiirinlircs  il'uiic  coni/riicnre  ri  le 
iiiii(liil('  pur  lin  nirnic  cnlicr. 
.l((//v  rus  piniiciilicr.  —  De 

a  ^  a'  (inocl.  m) 
1)11  iléiliilt 

«'■  ^  «''■  (riiod.  m) 
I:  étani  un  enlier    -  o  ijueleani/iie. 

319.  TiMCDitiME.  —  De 

a  ^  a  \ 

.  (mod.  ///* 

1=1' 
un  déihiil 

f{ii,  II,  ...  l')=^f[a\  h',  ...  /■;  (mod.  rn^ 

fêtant  an  polynôme  entier  en  a,  h,  ...  /,  '/  eoejjieieiits  entiers. 

Ce  tliéoième  se  déduit  des  iiri'cédenls,  et  les  ('Oni[)icnd  Imis 
roiniiic  cas  particuliers.  Pdiir  le  déiiionlier,  il  siillil  tle  icinaïqnei- 
que  la  valeur  de  y(((,  /',  ...  /)  se  calcule  eu  efl'ectiiant  une  suite 
dadditions,  de  soustractions  et  de  niuUiplications  sur  n,  h.  ...  I,  et 
sur  certains  coeflicienls  entiers;  il  suKit  donc  d'a)i[)li(|uer  plu.sieurs 
l'ois  de  suite  les  lliéorènies  précédents. 

320.  Division  des  congruences. —  Lu  lliéon'iuc  analogue  au\ 
[)récédents  s'applique  t-il  à  la  division  }  Peut-on  diviser  membre  à 
membre  deux  congruences  de  même  module  (elles  (|{ie 

a^  a   ) 

'  (  motl .  1»  1  ? 
/)  ^  (/  \ 

D'abord  l'upératiun  en  question  n'a  de  sens  que  si  a  est  divisible 
l)ar  b  et  d   par  h  ;  ensuite,  même  si  cela  a  lieu,  on  n'a  [las  en  général 

j  ^  j-,  (uiod.  lit). 
Cahen.  —  Tlu'orie  des  nonihres,  l.  I.  it) 
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Exemple 

la  ^  —  28  (mod.  10) 

i  ^  i4  (mod.  lOi. 

.     13         .,     ,  ,         aS 

Mais    ,    ou  ^5  n'csl  pas  cdiiijni  à  —  "     ou  —  -i  (mod.  10  . 
'4  '  ■  1  I  ^ 

Nous  ri-viciulioiis  suc  cotle  c|neslioii  plus  loiu     11    331). 

l'oiu'  le  uiuiuenl  Ixirnnns  nous  à  la  (|U('Sliou  suivanlo  :  l'ciil-aii 
(livixer  le.t  deux  nienilircs  d'une  ciiiu/nwncr  par  un  nicme  entier 
en  su[)posaiit  bien  enlondu  que  les  divisions  se  fassent  exac- 
lenienl)  > 

Ainsi  de 

1  5)  ha  ^  Uh  {moA .  m) 

penl-uu  déduire 

(6)  a  ^  h  (mod.  m). 

La  congfiience  :  ô)  exprime  que  m  divise  /.«  —  l:h.  c'est-à-dire 

De  re  (pie  /.■  (a  —  l>)  est  divisible  par  h(,  nu  c<inclntque  />•  ('(  —  h) 
est  un   nudiiple  couunun  de /,■  cl  de /«,  c'est-à-dire  fn"  111    qu'il 

est  tlivisibli'  i)ar  ,^  -,  d'où  l'on  voitciue  a  —  6  est  divisible  i)ar 

'       U   A-,  m  I  '  ' 

yrjr. •  Donc  de   (5    on  peut  déduire  seulement  que 


a^^h  {  mod .         ,      -   ) . 


l)  (/., 

Dans  le  cas  patliculiei  où  /.■  est  premier  à  ni,  la  congrucnce  (5) 
donne  la  conf,M-ueucc  (i  .  En  résumé  :  on  peul  diriger  les  deux 
membres  d'une  conr/rnence  par  un  jacleur  commun,  premier  au 
module.  On  peut  aussi  dii'iser  les  deu.c  niendires  d'une  œnqrnenec 
par  un  faiieur  coninuin,  non  premier  au  moilule  ;  mais  dans  ce 
cas  il  Jaul  diriser  le  module  par  le  plus  ijrand  commun  diviseur  du 
facteur  et  du  module. 

K.remple.  —  De 

ion  ^  lofc  (mod.  21), 
on  déduit 

a  ^^  h  (mod.  21); 
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mais  (le 

ma  ^  lo//  (inocl.  i5), 
ou  dcduil  sculciiiciit 

a  ^  h  (iriod.  3). 

321.  Gongruences  avec  inconnues.  —  De  tiiêmc  r|u'on 
dislingiic  cnlre  les  l'galité.s  en  général  cl  les  équations,  on  peut 
dislingiior  entie  les  congruences  en  général  et  les  cnii'jruenccs  avec 
iiii-diiiines.  On  puiiiiM  aussi  considérer  des  xyxtème.f  de  conç/ruences. 
On  classera  les  congruences  et  les  s\stèines  de  congruences.  comme 
les  équations  et  systèmes  d'équations  :  i°  d'après  la  fai;on  dont  les 
inconnues  y  entrent  ;  >  '  d'après  le  nombre  d'inconnues  et  le 
nombre  de  congruences. 

l'^n  particulier  on  appellera  congruences  nlffchriiincx  celles  qui 
sont  de  la  l'orme 

J{x.y.  z,  ...)  =g  {.r,Y.  z  ...) 

X,  y,  ...  étant  les  inconnues  :  /"  et  7  étant  deux  polynômes 
entiers  à  coefficients  entiers.  (On  suppose  toujours  quand  il  s'agit 
de  congruences  que  les  coefficients  sont  entiers  ;  cette  condition 
sera  sous-entendue  dans  la  suite). 

Toute  congruence  se  ramène  aune  équation  diopliantienne.  Car 
la  congruence  /  .'•.  j,  :,  ...  ^  g  {x,  y,  c,  ...  (mod.  m),  est 
évidemment  équivalente  à  l'équation  diopliantienne 

/  (.<•,  y,  >,  ...)  =  j  (x.  y,  z,  ...)  -r-  mv. 

V  étant  une  nouvelle  inconnue.  Mais  le  fait  que  l'inconnue  r  entre 
au  premier  degré  donne  à  ces  équations  un  caractère  |)articulicr. 
Par  exemple  pour  les  congruences  algébriques  et  pour  les  sys- 
tèmes de  telles  congruences  on  a  les  théorèmes  suivants  qui  sont 
fondamentaux. 

322.  ïuÉoRÈME.  —  Si  tint'  cfiiif/riienci'  al^/rliritjiw  (mod.  m)  i\ 
tiiic  inrantiiif  athncl  une  sohuion  x^,  elle  iirlmet  ntissi  potir  stjltUiuii 
Itnil  entier  contjraà  Xo  (mod.  nt\. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  celui  du  n"  319. 
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Conscquence.  Pour  rcsuinlre  niw  loivirueiicc  alqclir'ujue  de 
ntixliile  m.  il  suffit  d'essayer  m  entiers  Joriiiant  un  ensemble 
complet  (mod.  m).  Si  ducnn  essai  ne  réussit,  h  comjnu'nce  n'a  pas 
de  solution.  Sinon  on  troure  certaines  solutions  j-^,,  .ri,  ...  et  on 
aura  toutes  les  solutions  par  les  formules  x^  -+-  À/h.  .x'i  -+-  'J.m,  ... 
À,    u..   ...   étant  des   entiers  urliitniires.    Si  on    ne    considère  pas 

comme  ilistinctes  deu.ç   solutions  com/rites  (nincl.  m):  x^,   x 

sont  toutes  les  solutions. 

]\:remples  I.  —  Soit  la  coniiruence 

'S.r  ^  !^    inod.  fi  . 

Kn  essayant  les  valeurs   —   2,    —    i,  o,    i.  a,  on  Irouve  que  —  2 
satisfait  seule  à  la  congruence.  La  solution  générale  est  donc  —  2  +  5X. 
V.n   ne  considérant  pas  comme   dislinclrs  deux   solutions  congrues 
niod.  5),  la  congruence  proposée  n'a  qu"unc  solution  x  ^  —  a. 

II.  —  Soit  la  congruence 

.X-  ^  3  (mod.  7). 

En  essayant  les  valeurs  —  3,  —  a,  —  1.  o.  1,  2,  3;  on  trouve 
qu'aucune  ne  satisfait  à  cotte  congruence.  Celle-ci  est  donc  impossible. 

III.  —  Soit  la  congruence 

x^  ^  X  (mod.  5). 

En  essayant  les  valeurs  —  2.  —  1,0,  1,2;  on  trouve  (]ne  toutes 
satisfont  à  la  congruence.  Celle-ci  admet  donc  pour  solution  n'importe 
quel  entier. 

323.  —  Considérons  maintenant  <ine  conijrnencc  ou  un  sys- 
lèuie  de  cong;ruences  à  plusieurs  inconnues.  Donnons  d'abord  les 
«Icfinitions  suivantes  : 

Définition.  —  On  dit  que  deux  syslonies  d'entiers 
(t,  h.  ...  I  ;        a  ,  h  .  ...  i' 
srinl  con'irus  (mod.  m)  lorsque 


a  =  a'  \ 


Cmod.  m). 


ÉLÉMENTS    DE    I.A    TIIKOIilE    DES    CO\(;HUENCES  ■2()''^ 

Si  l'on  considère  des  systèmes  de  /(  entiers,  on  dit  (jik;  ces 
systèmes  forment  un  ensemble  complet  lorsque 

I.  —  Deux  d'entre  eux  sont  incnmirus  (mod.  ni). 

II.  —  Tout  syslcnic  de  n  entiers  est  eonf/run  l'un  d'eux. 

Pour  ;«  =  I  on  retrouve  la  définition  du  n°  314. 

T^onr  former  ini  enseudile  complet  (mod.  m)  de  systèmes  tie 
n  entiers,  on  donnera  à  chacun  de  ces  entiers  successivement  m 
valeurs  formant  un  système  com[)lel  d'entiers  (mod.  m);  puis  on 
associera  tIe  toutes  les  fa(;ons  possibles  ces  valeurs.  On  obtient 
jiinsi  /(("  systèmes  incongrus  (mod.  ni)  formant  un  système 
complet  (mod.  m). 

Exemple.  —  Soit  m  =  3,  n  =  :>,  on  a  les  ()  svslènies 

—  1 ,  —  I  ;     —  I ,  o;     —  I ,  I  ;     o,  —   1  ;      o,  o:      o.  i  :      i,  —  i  ; 
1,  o;  1.  I. 

324.  Théorkmr.  —  Si  une  conqruenre  oli/éhrii/ue  (mod.  ;)î),  ou 
un  !>Ysll'me  île  telles  ron'jruences  à  n  ineonnncs  admet  une  solution 
-Cq,  }'o.  •■•  "o-  <dle  admet  aussi  pour  solution  tout  sys/cme  de  n 
entiers  congru  (mod.  ni)  an  système  .r^,  y„,  •■•  «o- 

Ce  théorème,  qui  est  une  fiénéralisation  de  celui  du  n  322,  est 
comme  lui  une  conséquence  immédiate  de  celui  tlu  n    319. 

Conséquence.  —  Pour  résoudre  une  coni/ruenceal(/rla-i'jiie(mod.  m) 
à  n  inconnues  ou  un  système  de  telles  com/ruences,  on  essayera  ni" 
.systèmes  de  n  entiers  formant  un  en.wmble  complet  luod.  m).  Si 
aucun  essai  ne  réussit,  la  conqruence,  ou  le  système  de  comjruences 
n'a  pas  de  solution.  Sinon,  on  trouve  certaines  sidniions 

.r,,V|,   ...  ii|. 


Ce  sont  toutes  les  solutions,  si  on  ne  considère  pas  comme  dis- 
tinctes deux  solutions  congrues  (mod.  m).  Sinon  on  aura  toutes 
les  solutions  par  les  formules 

.r„  H--  >.;ii       .v„  H-  X'm  ...  ii^  -+-  ).''"^"/ii 
Xi  H-  (xm      ji  -H  [Ji'm  ...  »,  -i- ;j.  "~"m 


les  entiers  À,  /',  ...  'j.,  ...  étant    arbitraires. 


•îq/i  tiikohie  des  >omiike$ 

Exemple.  —  Soil  la  confjiuence 

;ir  -f-  ky  ^^  j  (iiiod.  G). 

En  essayant  les  36  syslènics  de  dou\  onticrs  l'ormanl  iiti  ensemble 
complel,   on  Irnnve  les  (i  solutions 

ar  =        I  y  ^^=  —  • 

X  ^^        \  y  ^  -2 

X  ^  —  I  y  ^  2 

X  ^=  —  1  .V  =  —  I 

.T  =       3  y  =  —  I 

x=       6  y  —  7. 
il'on  les  solutions 

X  =  I  H-  6X      V  =  —  I  -+-  W 
a;  ^  I  -4-  fiji       V  =       2  +  6îJt' 

'^^  ^-'»  i-ii  I-"-'!  •••  étant  (les  entiers  arbitraires. 

325.  lù'niiin/uc  1.  —  Il  ne  laul  |ias  onijjicr  ijuc  ces  principes  ne 
s'appliqiieiil  ipTaiix  congruenccs  nlijchi-iijucs.  Cm  le  théorème  du 
n"  319  ne  s'applique  cpi'aux  fonclinns  ciilicrcs. 

Ainsi  de 

a:„  ES  X,  (n»od.  m) 

on  ne  peut  pas  déduire 

a""  ^  a^i    niod.  m). 
Par  exemple  on  a 

3^8  (niod.  5) 
mais  on  n'a  pas 

3^  :=  2''    mod.  5). 

11  en  résulte  (pi'une  sulution  ./-^  île  la  congrnence 

d'^  ^  b    mod.  ni 

n'en  donne  pas  une  infinité  comprise  dans  la  lorniulc  .c,,  -t-  /.ni. 

licmanjue  II.  —  Dans  les  théorèmes  précédents  rclatils  aux 
systèmes  de  congruences  on  a  supi)osé  fpie  les  congruences  du 
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sysièine  ont  tontes  niùiiie  module.  On  \c'rin  en  ell'el  lont  à  l'iicnre 
(  Il  "  328)  ([noii  peut  toujours  su^iposer  (|u'il  en  est  ;iinsi. 

326.  —  Des  tliéorènics  316  et  317  on  iléilnil  iniuiédialenient 
'//(')/(  pfiil  aux  >lrii.r  iiD'iiihri-s  il'aiif  i-niu/riienrc  arec  inconinwx 
njotitcr  ou  retrancher  une  mcnie  expression.  On  nhlirnl  une  ron- 
i/rncncc  cquivalentc,  rcslà-rlirc  //ai  <i  hs  mêmes  snlulions. 

Consiujnence.  —  Toute  congrucnce  peut  se  mettre  sous  la  l'orme 

/(./■.  V.  ...  u)  =  0. 


327.  —  Des  théorèmes  318  cl  320  résulte  que.  en  mnlti|)liiiiil 
les  deux  memlires  dune  congrucnce  pour  une  même  ex|)i'ession 
on  ol)tienl  une  nouxelle  coni-'ruence  qui  admet  les  solutions  de  la 
première,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

En  particulier  si  on  multiplie  les  deux  membres  par  nn  même 
entier,  la  nouvelle  congruence  n'est  équivalente  à  la  première  que 
si  cet  entier  est  premier  avec  le  module. 

328.  T)iÉonKME.  —  En  nnillipliant  les  deux  membres  'l'une 
ciinijruenec  par  un  nu'me  entier,  on  obtient  une  con(fruence 
é(/uii'alente.  pourvu  iju'on  niulliptie  en  même  temps  le  module  pi tr 
cet  entier. 

C'est-à-dire  que  les  deux  congruences 


f{:r,  y.  ...  u)  ^  o  (  mod.  lu) 
et 

lif.r,  y.  ...  (Il  ^  O  (mod.  Am  : 

sont  équivalentes.  Il  est  en  effet  évident  que  si  pour  certaines  va- 
leurs lie  X,  y,  ...  u;  l'expression/x,  y,  ...  u)  esldi\isible  par/H  : 
pour  ces  mêmes  valeurs  de  x.  y.  ...  u,  l'expression  A/(.r,  v.  ...  u) 
est  divisible  par  Lm  et  réciproquement. 

Réduction  de  plusieurs  congruences  à  un  module  com- 
mun. —  (In  en  déduit,  comme  on  l'a  annoncé  au  ii"  325  (pi'on 
peut  toujours  rédm're  plusieurs  congruences  au  même  module. 
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Soient  les  congriiences 

I  :=  o  (iiioJ  m) 
1/  s;  o  (mod.  11) 
/(  ^=  o  (iiiod.  /))• 

Soil  .M  un  iiiiilli[(le  coinmiin  de  //),  /(,  y»  (on  rlimsiia  en  {^rru  rai 
le  plus  pelil).  Ixs  congruences  précédenlcs  sont  ('(luivalciili  s  aux 
suivantes  : 

^  ^  o  (inod.  M  I 
(Il 

■— i  ^  o  (mod.  M  I 

m  ,  ,, 

p 

i|ui  oui  le  nirnie  nindulo. 

329.  Congruence  du  premier  degré  à  une  inconnue.  — 
Aux  n'"-  322  et  323,  on  a  donné  la  résolution  de  toute  con- 
gruence ou  tout  sxsiènie  de  congruences  algébriques,  donné  nunié- 
riqueujent.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  clierclicr  à  siui[)iifier  celte 
solution  f|ui  |ient  être  longue,  et  aussi  à  discuter.  Commençons 
par  la  congruence  du  premier  degré  à  une  iiu-onnue 

(7)  ax  ^  h    mod.  m). 

\'A\v  <"écrit  sous  forme  d'équalion  dioplianlicnne 

(8)  aar  r=  6  -i-  my. 

On  sait  donc  traprcs  ce  qu'on  a  dit  an  n"  139  que 

1"  Si   \){a,   m)   ue  divise   pas  /',   l'équation  (S)  et    par   suite  la 

congruence  (7)  est  impossible; 

■1"  Si   I)(rt.   m)  divise  //,  l'équation  (8)  a  des  solutions,  .1;,,  étant 

la  valeur  tle  x  dans  l'une  d'elles,  les  autres  sont  comprises  dans  la 

lornuile 

(9)  ^  =  --"»-^n(«7^;^- 

Ce  sont  les  solutions  de  la  congruence  (7). 


KIKMENTS    l)E    I,  A    TIIKOIIIE    DES    COVnKLENCES  2(J7 

En  particulier  la  congrucncc  csl  toujours    possible  si  h  ^   o 
(mod.  m),  et  les  solutions  sont  comprises  dans  la  l'orn)ulc 

m 


D(n,  m) 


330.  Nombre  de  solutions.  —  IJi  ne  cDiisiilriaiil  pas  comme 
distinctes  deux  solutions  congrues  (mod.  ni),  tpiel  est  le  nomiire 
de  solutions  de  la  congruence  (7)!'  Or  on  voit  facilement  rpie  dans 
la  lormidelg)  pourque  deux  valeurs  de  ./,•  soient  congrues  (mod.  //)). 
il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  valeurs  correspondantes  de  '/.  soient 
congrues  |mod.  D(a,  m)\.  On  aura  donc  toutes  les  solutions  dis- 
tinctes (mod.  m),  en  donnant  à  /.  des  valeurs  formant  un  ensemble 
ciimplet  [mod.  D  ('/,  m)\.  Le  iiond)re  de  ces  solutions  est  donc 
r)(rt,  w). 

lienianpions  (pie  c'est  le  nombre  de  \aleurs  incongrues  que 
peut  prendre  le  premier  membre  quanil  un  donne  à  .c  toutes  les 
valeurs  jiossibles. 

Cas parlicitlier.  —  Si  a  est  premier  à  m,  lu  CDiK/i'iieiice 

ax  ^  /)  (mod.  m 

est  possil/le  et  n  une  seule  solulian  (mod.  m). 

Cette  solution  peut  s'appeler  rapport  île  !>  n  n  (mod.  m)  et  s'in- 
diquer par  la  notation  -  .  Elle  ne  dépend  pas  de  a  et  h  eux-tnènies. 

mais  seulenh'nt  de  leurs  restes  par  rapport  au  niodnli-  m. 
En  elVet  si  l'on  a 

«a'o  ^  b    niod.  iii'j 
et 

a'  ^  a         II'  ^  b  jnod.  m) 


on  a  évidemment 


//    (mod.  ni). 


331.  —  On  peut  alors  généraliser  le  tbéorème  du  n"  320.  On 
y  a  vu  que  l'on  peut  diviser  les  deux  membres  d'une  congruence 
par  un  même  entier  premier  au  module,  hirsipie  cet  entier  divise 


agS 
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les  deux  nieiiiliri-s  dr  la  roii'iriicnrc.  Maiiili'iiant  cotic  (lorni('io  res- 
triclinii  [iciil  L'Ire  néglijiée.  IChiiil  <liiiiii(k'  une  coiujrueiirv 

b  ^=  U  (iiuxl.  m), 

on  jieiil .  dans  Ions  les  cas,  diviser  les  ilrii.r  iiicndiirs  pur  un  nirmc 
entier  u  premier  au  nmdide.  Ou  ["uit  nii'nic  yéiiériilisrr  davantage  : 
EtnnI  données  deux  amijruenees  de  mènw  module 

b  ^s  II     iiioil.  lin 
n  ^^  Il   (iiioil.  m) 

on  iieul  les  diriser  inendire  n  inendire  et  éerire 

I' b'  ,       . 

—     ,  (iiiod.  m), 
a        a^  ' 

jinurru  ijiie  n    el  jnir  sui/e  n)  sod  premier  un  niudide  ni. 

Nous  voyons  cepondanl  que  celle  analogie  u'esl  pas  jiaiTaite, 
la  division  étanl  soumise  à  celte  lestriclion  que  le  diviseur  soit 
premier  au  module. 

Nous  verrons  plus  lard  l'analoiiie  devenir  roinpirle  pour  rerlains 
modules  (n"  362). 

Ainsi  conmience  à  se  Ironver  mise  en  évidence  l'analogie  des 
congruences  avec  les  é(jnations  ordinaiies  de  I  algèbre. 

D'aulre  part,  les  congruences  préseulenl  aussi  des  analogies 
avec  les  équations  dioplianlijennes.  Pour  les  laire  ressortir  donnons 
les  dérmilions  suivantes  : 

Nous  dirons  (pie  (/  ilieise  h  (mod.  ni).  I()r>que  la  congruence 
ax  =^  b  (mod.  /((    est  possible. 

Nous  appelleidus  /)/((*■  (jrand  diviseur  mod.  m)  d'un  i^nlier»/, 
rentier  ])('/,  m)  ('). 

On  a  alors  renoncé  suivant  :  Pour  i/nr  nx  -—-  h  (mod.  m),  soif 
jiossddc.  U  faut  el  il  su /'/il  ijw  le  plus  ip-and  diviseur  mod.  m} 
de  II  divise  celui  fie  l>. 

l'.n  elVel.  on  a  \u  (n"  329)  (|n"il  laut  cl  qu'il  siillil  cpic  n(';,  ni) 
tlivise   /).     (  )r   celle   condilioii    est    i''ipii\alenle    à    cclli'  amioncée. 


'  (U:  [lins  grand  tli\lsc'ur  ne  varie  pa>  lors<|iii>  n  \ario  en  restaiil  congni 
à  lui-inùmc  mod.  ni  .  Mai>  Ini-mènio  ost  di-ilni  d'uni-  iavon  alisolne,  et  non 
pas  an  module  m  pris. 


ÉLÉMENTS    DE    LA     THÉORIE    DES    CONGBUENCES  299 

Sous  cette  forme,  on  a  l)icn  nn  énoncé  analogue  à  celui  de  l'analyse 
(li(i[)liantipnii(' urclinairo  ;  car  le  plus  grand  diviseur  (au  sens  or- 
dinaire du  mot,  d'un  entier  a  étant  a  lui-même,  on  peut  dire  : 
Pour  quft  l'équation  diophanlienne  ax  =  b  soit  ]K)ssible,  il  faut  et 
il  siillil  que  le  plus  grand  diviseur  de  a  divise  celui  de  ''. 

332.  Congruence  du  premier  degré  à  plu»  d'une  inconnue. 

—  Soit  la  congruence  à  /(  inconnues 

(10)  a,,r|  -I-  Oi-To  -t-  ...  -t-  n„.T„  ^  /  (mod.  w). 

Première  méthode.  —  On  remplace  cette  congruence  par  l'équa- 
tion diopliantienne  à  n  -{-  i  variables 

11)  rtiT,  -f-  UiX.,  ■+-  ...-;-  a„.T„  -t-  mu  -=  l 

qu'on  résout.  On  obtient  ainsi  ,<■,,  Xj,  ...  x„.  en  fonction  de  n  en- 
liers  arbitraires.  Resterait  à  voir  comment  il  faut  prendre  ces  entiers 
[)OuraNoir  toutes  les  solutions  incouiirues  deux  à  deux  (mod.  m), 
et  combien  il  y  a  de  ces  solutions.  On  peut  \  arriver  en  donnant 
aux  n  entiers  arbitraires  les  m"  systèmes  possibles  de  valeurs  in- 
congrus deux  à  deux  (mod.  m).  Mais  cette  méthode  ne  vaut  rien, 
car  il  aurait  été  plus  simple  alors  de  procéder  immédiatement  par 
tâtonnements  et  de  résoudre  la  congruence  (lo)  en  donnant  aux  n 
inconnues,  les  m"  systèmes  possibles  de  valeurs  incongrus  deux  à 
deux  (mod.  m). 

Deuxième  méthode.  —  On  obtient  par  le  même  calcul  qu'au 
n"  151,  une  substitution  unité  cpii  inniènc  la  congruence  (lo)  à  la 
l'orme 

(12  D(ai.  di.  ...  a,r}'t  ^  i(mod.  »i) 

(Vi.  Yi.  ...  y„  étant  les  nouvelles  variables)  ('). 

D'ailleurs  à  deux  systèmes  de  valeurs  des  x,  congrus  (mod.  m) 
correspondent  deux  systèmes  de  valeurs  des  y,  congrus  (mod.  m) 
et  réciproquement.  Donc  on  aura  toutes  les  solutions  eu  x  con- 
naissant toutes  les  solutions  en  y. 

Les  deux  méthodes  nous  donnent  immédiatement  la  condition 

('  Celle  seconde  inélliode  donne  cvidemmenl  les  mêmes  calculs  que  la 
])reniière. 


3oo 
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(lo  |)ûssil)llil('.  à  savoir  que  \i[u,,  </j.  ...  a„,  m  divise  /.  Mors 
la  coiij.aueiicc  (la)  donne  pourri,  D{a,,  n,,  ...,  m)  \alours  in- 
congrues   njod.  m).  Quant  à  ^2,  V: y,i  ils  sonl  coiu|ilètement 

indéterminés  (mod.  m):  c'est-à-dire  que  chacun  peut  recevoir  m 
valeurs  différentes.  On  trouve  donc  en  liuil 

»i"~'D(n,,  (i^.  ...  a„,  m) 

solutions  incongrues  (uiod.  m). 


Exemple.  —  Soit  la  congruence 

2  .r  —  3  V  -t-  ôz  ^  l\-  (niod .   il). 
La  substitution  unité 


5x' 


—  a  x'  -H  /  +  2' 
ramène  la  congruence  à  la  forme 

î'  ^  A/  (mod.  I  l) 


dont  la  solution  générale  est 


a-  ^  A  1 

_v'  ^  ;ji  )  (mod.  1  1) 


)-  et  pétant  arbitraires. 
Alors 


.T  = 

5  À  —  IX  —  6 

y  = 

JX 

r  ^  - 

-  2  ).  ^^-  ti  h  3 

est  la  solution  générale  de  la  congruence  proposée. 

Les  entiers  arbitraires  À,  jji,  peuvent  recevoir  cliacun  1  1  valeurs,  cela 
fait  121  solutions  incongrues  (mod.  1  1  I. 

La  condition  de  |)cissihiiité  de  la  congruence  :  10)  peut  encore 
se  donner  de  fa(;on  à  obtenir  un  énoncé  analogue  à  celui  de  l'ana- 
lyse dio|)lianlienne.  l'osons  la  définition  suivante  :  On  ap|)elle  p///.v 
grand  eominiin  divixeur  (mod.  m)  de  iduswurs  entiers  le  plus  i/rand 


Ki.i'.jicMs  m;  i.A  ïiii;iiitii:  des  conc.iuences  .>oi 

coiiuiiiin  (livi.'<ciir  («u  sens  oriliiinirc  du  mol)  ' )  de  ces  cnlwrs  el  'lu 
module  m.  Alors  pour  que  la  congriience  (lo)  soit  possible,  il  Joui 
el  il  snj'fil  que  le  plus  i/nind  rnmman  diviseur  iniocl.  m)  de 
ii[.  Ht,  .. .  </,,,  dieisc  I . 

333.  Système  de  congruences  du  premier  degré  à  plu- 
sieurs inconnues.  —  l'our  la  résolution  un  peut  au>si  cuipios ci- 
plusieurs  niélliodes. 

Premih'e  méthode.  —  On  rem[)lace  les  congruences  par  tles 
équations  ilioplianliennes  en  introduisant  une  nouvelle  inconnue 
dans  cliaque  congruence. 

Par  exemple  le  système 

(.3)  3--+5V-     .,:eb     ^j  (,„,„,     .8) 

I  I  j-  —  (j  y  H-   lo:  ss  ij  \ 

s'écrit 

3  a-  -+-  5  V  —    9  :  -H  [  8  /  ^    a 

1  I  .r  —  ()  V  ^   I O  -•  -+-  1 8  il  =   1 3 . 

La  solution  générale  est,  en  se  liorn.uit  aux  valeurs  de  .r,  v,  -. 


=  — 

1 7  À  —  Go  ;ji  -i-  1 6 

)  ■'   217 

= 

3). 

—      8 

=  — 

2  À  —       l)  fi 

-237. 

i'our  avoir  toutes  les  solutions  incongrues  (mod.  18),  ou  peut  donner 
au  système  des  paramètres  ).,  \^,  ■/,  les  iX'  systèmes  possibles  de  valeurs 
incongrues  (mod.  18  .  mais  dans  ces  conditions  il  aurait  mieux  valu 
essayer  ces  18'  systèmes  de  valeurs  sur  les  iucouLUies  ,r.  v,  :  dans  les 
congruences  (i3i. 

heaxii'me  méthode.  —  On  obtient  par  le  même  calcul  cpi'au 
n"  155  une  substitution  unité  qui  ramène  le  système  à  un  autre 
dans  lequel  la  première  congruence  ne  contient  que  la  première 
inconnue,  la  seconde  ne  contient  que  les  deux  premières,  ,..  la  /■""' 


;'l  II  ne  varie  pas  quand  ces  eiiliers  varient  en  restant  congrus  à  eu.y-inènies 
(nioJ.  lit  .  Mais  lui-même  est  défini  d'une  façon  absolue  et  non  pas  seulement 
au  mod.  m  près. 
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congruence  et  les  suivantes  ne  contiennenl  (|ue  les  /■  premières  in- 
connues. 

Si  la  preinii;re  congruence  esl  impossible,  le  sxstouic  csl  impos- 
sible, sinon  elle  donne  les  valeurs  de  la  première  inconnue.  On 
porte  (OS  valeurs  dans  les  autres  congruences,  etc. 

Par  L'xeinpliï  le  ^;\sli'iiu'  (i.'^)  par  la  subslilutimi 


devient 


d"où  la  soinlioii 


et  par  suite 


y'  =    8  ,  ,       ,      ,, 
mod.  18) 

—  OY    -i-  :'  ^  Il  ^  ' 


x'=       1    \ 

y'  ^       8    >     (^inod.  18) 

.r  =  —  3i)---  8 
y  ^  —  12;)).  —  107 
z=—    8a  À  —    03 


<iu  plus  simplement 

-r  E=         5  X  —  8  j 

V  ^  —  3  /.  -i-  I    •  (mod.   i8j 

;=  SX    -H    9    ) 

Le  nombre  des  solutions  esl  le  nombre  des  valeurs  de  À  c'est-à-dire 

18. 

334.  —  Ciicrcliniis  la  condilicin  de  possibilité  il'un  s\slèuic  de 
congruences  linéaires,  ol  le  rioud)re  de  solutions  ('). 
Soit  ic  s>stème 

Oi^iX,  -t-  fli.jXi  -+-  ...  -h  a,,„x,i^  /,  1 

(l4)  )  (mod.  mi. 

"p. 1^1  +  "/./P-J  -)-  ...  -  i    o,,,„.r„  ^  II,  ) 

(')  H.-J.  Smith.  Proc  Lund.  Matlt.  Soc.  {'1)  1871-73,  p.  aî'i  =  Papers  :i  \>.  7Ô. 
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Eciivons-les  sous  la  l'orme  d'cqualions  diophanlieiines 


a],i-fi 
(i5) 


a,,i.To  -+-  ...  -h  a,^„x„  -h  '»«i  =  'i 
-i-  a.!.„.r,,                -+-  miu  =  l. 


3,,.i'i-H   .      .      .      ■     -t-  o,,.„3-„ -H -H  m»,,  = /,, 

Nous  reuianjuons  d'abord  que  le  rang  de  ce  svsième  est  éfral  à 
/>.  En  f'Iïot  il  V  a  au  moins  un  déterminant  d'ordre  p  formé  avec  les 
«-oetïiciculs  des  inconnues  qui  n'est  pas  nul.  C'est  le  déterminant 
formé  par  les  coedicients  de  (Ji,  n,.  ...  m,,,  lequel  est  épal  à  m''. 

Alors,  d'après  le  théorème  du  n"  195  la  condition  cherchée  est 
(juc  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants  du  tableau 
des  cocflicients  soit  égal  à  celui  des  déterminants  de  ce  tableau 
complété  par  la  colonne  des  termes  tout  connus. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants  du 
tableau  des  coeflicients. 


335.  —  Supposons  d'abord  p  <^  /!. 

Considérons  les  différents  déterminants  d'ordre  p  qu'on  peut 
extraire  de  ce  tableau.  Il  \  a  d'abord  le  déterminant  des  coefficients 
des  a  qui  est  égal  à  m''. 

Il  V  a  ensuite  les  déterminants  contenant  p  —  i  colonnes  de 
coefficients  des  u.  et  une  colonne  autre,  par  exemple 

«,,,  o  ...  o 
«2,1   m  ...  o 

a^,i  o  ...  m 
Il  est  égal  à  Hi''~'ai.i.  Il  \  a  en  tout  pn  de  ces  déterminants  (jui 

'^1=   I.  2,   ...  p\ 


ml'   'a,  , 

-'  \J=    1.   2.    ...U 

Leur  plus  grand  commun  diviseur  est  /))."~'ei,  et  étant  le  premier 
diviseur  élémentaire  du  tableau  des  n  'n"  304). 

Il  y  a  ensuite  les  déterminants  contenant  p  —  •>  colonnes  de 
coefficients  des  n,  et  deux  colonnes  autres.  Onvoitdcmème  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ceux-là  est  tW^^eid,  etc.   Finale- 
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iiieiil  le  \An<  ^laïul  cli\i>ciir  du   tahicaii  ties  coefficienls  des  équa- 
tions (!.'))  esl 

D'mi\mi'~'e,.m''  "'(•,<•...  ...  nie, p..  ...  ei,_,,e,ei  ...  e,,). 

Si  l'on  a|)|)ellc  de  niènie-,,ii,  ...,  £,,  les  diviseurs  élémenlaires 
du  lalilenu  des  d  coni[)lélé  avec  la  colonne  des  /  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  dcterminanis  du  tableau  des  coefficients  des 
i''<lualionB  (  i.'))  cuniiilété  avec  la  colonne  des  /  sera 

La  conililidU  de  possibilité  clicrcliée  est  donc 

\        D  {ml'.  mi'~'e,,  ;»''-  -fiCi,  ...  ;iie,e>  ...  e,,_i,  e,e2  ...  e,,) 

Cette  condition  peut  s'exprimer  autrement.  On  va  démonlier 
tjue  le  premier  membre  [>eut  s'écrire 

I)  (m,  (-,)  D  (m,  e,,  ...  1)  (m,  e^,)- 

('."est  évident  pour/)  ^  i.  Supposons-le  vrai  pour  une  valeur  de 
cet  indice  (pie  nous  appellerons  ji  — •  i  et  démontrons-le  pour  la 
\aieur  j>.  On  a 

U  (nV,  m''~'e,.  ini'~-eie.,,  ...,  me,e.,  ...  ep_,,  e,<'2  ...  e^) 
=  D    D  (m'',  ;»'■"'«,,  m''--e,eï,  ...,  Hie,<!2  ...  ep_,),  e,eo  ...  e,, 
==  I)  [iiiD  («!''"',  m''"'-e,,  mi—'e,e^,  ....  <>,ej  ...  ep_i),  e,e.^  ...  e,,' 
=  D  [iiiD  (Ml,  e,)  I)  (m,  e,!  ...  i)  [m,  c,,_,\  e,e.,  ...  e,,: 

,,   r       m  e,  fj  «p      1 

Hcste  à  démontrer  <pie  les  deuv  entiers 

m 


1)  (m,  e,,) 
Cl 


1)  (m,  <■,  )  ■  D  (m,  <".)  ■■■  I)  (»i,  e,,) 

sont  [)remiers  entre  eux.   l'our  cela    il  snllil  de    montrer  {iv   108) 

m  .       ,     ,  ., 

Muc  ,,-7 — ,  esl  premiei   a  iliaiiue  lactrur 

I       1)  [m,  e,,)         '  ' 

I)  (m,  o.)  ^  ' 
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Or  pTT — — .  est  premier  à  r,-? r  (n'  100). 

I-,         -1  .      ,  m  .  ...  ,  m 

Uonc  il  est  premier  a  fr-p r  qui  est  un  diviseur  de  ,,-; ;• 

'  D  (m,  e,,)   1  I)  (m,  <•,,) 

I  En   clTet   le    rapport    du  second   de   ces    entiers  au  premier  est 

D    (m,    e„)        „  !•     •  I^  •  1-     •  I 

■->  /      ~\ .  Ur  u  (m,  Ck)  divise  I)  (m,  e,,)  puisque  e;.  divise  e,.\. 

On  verra  de  même  que  le  second  membre  de  la   coiidilioii   (  i(i) 
est  égal  à 

D  (m.  s,)D  (m.  t,)  ...  D(m,  z^). 

Uonc,  en  définitive,  la  condition  de  possibilité  peut  s'écrire 

D  [m,  e,)  D  (m,  e,)  ...  1)  (m,  e^j  ■-=  D  un,  -,)  1)  (m,  t.)  ...  D  (m,  t^,) 

les  e  étant  les  diviseurs  élémentaires  du  tableau  des  coefficients 
des  congruences,  les  i  étant  les  di\iseurs  élémentaires  de  ce  tableau 
com[)lélé  par  les  termes  tout  connus. 

336.  —  Soit  maintenant/)  >  /(. 

On  trouve  de  même  que  la  condition  de  possibilité  est 

D  (ln^,  m''-'e,,  m''-^e,<>o,  ...  m''~"e,e2  ...  e„) 
=  D  (nV,  mP-h^,  mP-^t.,,  ...  mv—tte.,  ...  £„,  m"-'-'t,'..,  ...  =„,„,,) 

ou 

nt\)  (m",  )/!""'«,,  ?7("~-e,ej,  ...  e^e^  ...  e„) 
=  D  (m- ',  m"£,,  m"-'£,r,.  ...  m;, s.  ...  s,„  £,e,  ...  ■„^,) 

ce  qui  peut  s'écrire  : 

niD  un",  m"~'e.,  m"^'-eie-,,  ...  âie^  ...  e„) 


(•7) 


\  :=  D  [niï>  (m",  m"-'ç,,  nV'-h,t,,  ...  e,H,  ...  e„), 


(-ette  condition  équivaut  à  deux  autres.  En  ellet  remarquons  que 
ci  est  un  diviseur  de  c,  2, =2  un  diviseur  de  CjCj,  ...  cii.i  ...  £„  un 
diviseur  de  e,c.,  ...  c„.  Donc 

mD  (m".  m"-U|,  m"-'?i=i  ...  -le.,  ...  --„) 

est  un  diviseur  de 

mD  (m",  m"~'e,,  m"~-e,e2...  (;,?2...  e„). 

C.\HE>.  —  Tliéorie  des  nombres,  t.  1.  ao 
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Donc  l'égalité  (17)  exige  que 

■  \        D  (m",  m"-V,,  m"   -e,e,.  ...  e,eo  ...  e„; 

^'   ^  /  =  n  im",  m"-U,,  m"-h,u,   ...  -,=,  ...  ,„) 

el  que 

(19)  "iD  (m",  m"""';,,  m"""'ï,î2.  ...  £,=.,  ...  t,,)  divise  £,=^  ...  =„ï„ii  ; 

et  rccipioqueinenl  ces  deux  conditions  entraînent  l'égalité  (17). 
^Maintenant  la  première  de  ces  deux  conditions  s'écVit  aussi 

(20 )  D  [in,  e,)  D  (m.  e_.)  ...  D  un,  e„)  =  D  l/ii,  e,  )  D(m,  ■-^)  ...  1)   /«,  •„) 

et  quant  à  la  seconde,  nous  allons    voir  qu'elle  se  réduit  à  la  sui- 
vante : 

(21)  e„4-i  ^  o  (mod.  m). 

D'abord  il  est  évident  que  la  condition  (tîi)  entraine  la  condi- 
tion (  u)).  Poiu' démontrer  la  réciiiroque  ;  écrivons  la  condition  (  19) 
sous  la  forme 

(22)  mD  {m,  £,  )  D  (m,  s.)  ...  D  (m,  i„)  divise  £,£0  ...  ï„;„j.i 
d'où 


divise 


^11  E>i-l-l 


1)  (m,  £,)  "'         D  (m.  £,)  D  (m,  e.)  •-  D  (m,  e„)  '  D  (m,  s,)" 

(Ne  pas  oublier  ([ue  ;„ .  1  étant  divisible  par  £,  est  aussi  divisible 
par  D  (/)),  c,)). 

)r  îv-7 î  est  premier  avec  yr-, -,, 

D  (m,  £,)        i  D  {in,  e,) 


Ur  îv-7 î  est  premier  avec  yr-, -,,  ilonc  il  divise 


'11  -iit-i 


D  (m,  E,)  •"  D  {m,  E„)  ■  D  (m,  e,) 
d'où 


ifi 


D  (m,  Ei^  T^  (^''i.  ^.i)  ■•■  D  1//1,  E„i  divise  î.}^  ...  £„e„,u 


condition  de  même  forme  que  la  condition  (21)  mais  avec  un  i  de 
moins. 

De  proclie  en  procbe,  on  arrive  à  la  condition  (21).  Finalement 
les  deux  conditions  sont  les  conditions  (20)  et  (21). 
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On  peut  résumer  les  deux  énoncés  en  un,  à  savoir. 
/••'/((;■  ijiie  le  système  soit  possible  il  faut  et  il  suffit  fjue 

\  D  (m,  f,  )  D  (m,  e,}  ...  D  (m,  e,,j  —  D  (m,  s,)  D  (m,  £2)...  D  (m,  £,) 
'  Ej_^,  ^  G  (mod.  m). 

q  étant  celui  des  deux  entiers  n  etp  i/ai  n'est  pas  supérieur  à  l'autre. 

On  remarquera  en  effet  que  dans  le  cas  où  p  <^  n,  on  a  i,  :.,  =:  o 
quels  que  soient  les  seconds  membres.  La  seconde  condition  est 
donc  salisl'aite  dans  ce  cas  ('). 

Uenviripie.  —  Si  les  seconds  membres  des  congrucnccs  sont 
nuis,  les  £  sont  respectivement  csaux  nii\  e  de  même  indice.  Donc 
un  système  de  congruences  linéaires  homo'jèaes  est  toujours  possible. 

337.  —  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  le  nombre  de 
solutions  incongrues  (mod.  m). 

Faisons  sur  les  congruences  le  calcul  qui  a  été  fait  au  n"  309 
sur  des  équations  cl  employons  en  particulier  la  forme  réduite 
parfaite. 

Le  système  de  congruences  supposé  possible  prend  la  forme  : 

e,xi  =  /i 

e^;.  =  II. 

r  étant  le  rang  du  tableau  des  coefficients. 

La  première  inconnue  a  D  (e,,  m)  valeurs 
la  seconde  «  D  («2,  "i)       '' 


la  renie  ,1  D  (e,.,  m) 

la  (r  -4-  I  éme  est  arbitraire,  elle  a  m  valeurs 

la  ncine  «  m  valeurs. 


('}  l'ar  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit  aux  n"»  331    et   332.   on  aurait   pu 

croire  que  la  condition   de   possibilité   d'un    système   de   congruences   linéaires 

mod.  m),  se  déduit  de  celle  du  n"  195  (théorème  d'Hegerl.en  remplaçant  les 
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Le  nombre  des  solutions  est  donc 

D    Cl,  m)  D  («i,  m)  ...  D  (e,,  m)  hi""''. 
Si  l'on  remarque  que 

e^+i  =  Cr4-2  =  •••  =  e,,  =  o 

et  que 

m  =  D  (o,  m) 

on  voit  que  l'expression  précédente  peut  s'écrire 
D  («1,  m)  D  (e-i,  m)  ...  D  ((•„,  m). 

338.  —  (>c  qui  précède  ne  fait  pas  ressortir  le  vrai  caractère  des 
congruences,  à  savoir  leur  analogie  avec  les  équations,  telle  qu'on 
l'a  remanjuée  au  n*  330  jiour  la  congruence 

ax  ^  h  (inod.  m) 

lorsque  a  est  premier  à  m. 

Dans  cet  ordre  d'idées  bornons-nous  ici  au  cas  suivant.  Consi- 
dérons un  système  de  n  congruences  du  premier  degré  à  n 
inconnues  : 

1  a,,,.T,  -H  ...  H-  a,^n^r„  =  /,   , 

(23) (uiod.  m). 

a„,,x,  +  ...  -t-  a„,„r^  =  /„  ) 

Soit  D  le  déterminant  des  a  et  soit  comme  à  l'ordinaire  A,,,  le 
mineur  avec  son  signe  relatif  à  a.  y 

En  multipliant  la  première  congruence  du  système  par  A,.j,  la 
seconde  par  A.,;,  ...  la  /i^"«  par  A,,,^  on  obtient 

(24)  ^Xj  ^  D^  (niod.  m) 

Dj  étant  D  où  on  a  remplacé  laj*"»  colonne  par  celle  îles  termes 
tout  connus. 


(léterniinants  de  réiioncû  par  leurs  plus  grands  diviseurs     niod.    ni).   Mais   cela 

n'est  pas;  on  obtient  seulement  ainsi  une  condition  nécessaire;  comme  on  s'en 

convaincra  facilement  sur  l'exemple  suivant  ; 

ax  ^  a  ,       ,        . 
,   iinod.  lo). 
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Si  l'on  suitiiose  I)  premier  à  m,  on  dwliiit  de  (2^) 
(ab)  Xj  ^  j^  (mod.  m) 

.J  ayant  la  signilicatioii  e.\[)liquéG  au  n"  330. 

D'ailleurs  on  voit  immédiatement  que  les  valeurs  (20)  satisfont 
aux  congruences  (23).  On  a  donc  un  résultat  absolument  analogue 
à  celui  du  n°  165  relatif  aux  é(|uations. 

Nous  verrons  plus  tard  l'analogie  devenir  complète  pour  certains 
modules  (n°  364). 

On  peut  aussi  reprendre  la  théorie  des  substitutions  et  celle  des 
formes  linéaires  et  bilinéaircs  (mod.  m). 

339- Théorie  des  substitutions  linéaires  mod.  mi.  —  Deux 
substitutions  linéaires  à  coeflicients  entiers  seront  dites  congrues 
(mod.  m)  lorsque  leurs  coefficients  homologues  le  sont. 

Ainsi 

"     M       et       ("'      '') 

sont  congrues  (mod.  //;)  si 

—  ^'  1 

'  (mod.  tn). 


Pour  un  module  donné  ni  il  y  a  //i*  substitutions  à  deux  variables 
incongrues  deux  à  deux,  à  savoir  toutes  celles  qu'on  obtient  en 
donnant  à  chacun  des  '4  coefficients  les  m  valeurs  possibles  incon- 
grues deux  à  deux  (mod.  m).  De  même  il  y  a  m"'  substitutions  à  n 
variables  incongrues  deux  à  deux. 

On  peut  multiplier  (mod.  111^  les  substitutions.  Cela  résulte  du 
théorème  suivant,  qui  se  démontre  facilement  : 

Si  s  =  s';, 

mou.  Il}) 


et  T  =  T 

alom 

ST  ^  S  T'  (mod.  m). 
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D'une  furoii  générale  tous  les  ihéorouies  lelatils  aux  produits  de 
substitutions  se  généralisent,  mais  il  i\'en  est  pasdenième  de  ceux 
qui  ont  trait  au  rapport.  Si  l'on  veut  que  celte  dernière  notion 
s  applique  sans  trop  de  difficultés  il  ne  faut  admettre  comme  déno- 
minateurs que  des  substitutions  ilont  le  détcnninanl  soit  premier 
au  module  m  ou  encore  dont  le  déleiininant  si/it  un  diviseur  île 
l'unité   mod.  //()  ('). 

Soit  S   une   telle  substitution.   Un    voit  d'abord  qu'il   v   a   une 

substitution  inverse.  MnelVet  soit  s  =  1       '     )  et  soit  (       '     1   une 

inverse.  Nous  raisonnonssurdes substitutions;)  deux  variables  pour 
sim[)liiicr  l'écrilurc,  mais  le  raisonnement  serait  le  même  pour  des 
substitutions  à  ii  variables),  lui  écrivant  (pie  le  produit  des  substi- 
tutions est  congru   à   i  (mod.  m),  on  obtient  les  curulitions 

ca'  -+-  :iv'  =  I  J 

„,,    ,    ,.,  __  „  }  ('"Od.  m). 

■iP'  +  as'  =  I  ) 

Les  deux  premières  donnent  a  et  y  ,  les  tieux  autres  donnent 
jj'  et  0*',  puisque  ac?  —  fi'/  est  par  hypothèse  premier  à  m  (n°338). 

Connaissant  S~'  on  obtient  sans  peine  les  deux  ra|>ports  TS"'  et 
S   'T  d'une  substitution  T  à  la  substitution  S. 

Ces  substitutions,  tlonl  le  déterminant  est  premier  avec  ni, 
]iourront  être  appelées  réversibles. 

Les  substitutions  unités  niod.  ni  sont  celles  dont  le  déterminant 
est  congru  à  ±  i  ;  les  substitutions  modulaires  mod.  m)  celles 
dont  le  déterminant  est  congru  à  -+-  i .  Elles  sont  réversibles,  car 
leur  déterminant  étant  congru  àzh  i  (mod.  m)  est -premier  avec 
m.  L'inverse  (mod.  //))  d'une  substitution  unité  est  une  substitu- 
tion unité;  l'inverse  niod.  ///)  d'une  substitution  modulaire  est  une 
sidistitution  modulaire. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  :  parmi  toutes  les  suhslilulions 
cuiiyrues  (mod.  m)  à  une  substitution  unité  (mod.  m),  il  y  en  u  une 

(')  Tout  entier  D,  premier  à  m  est  un  diviseur  (te  l'iinit(j  (mod.  m)  (n^SSli, 
car  la  congnienco  IXc  ^  :  mod.  «i)  est  possible.  U(icipro(iuenieiit,  si  coUe 
congnience  est  possiljle,  il  s'ensuit  (pie  D  est  premier  y  m. 
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ôll 


<]ui  esl  une  xubslitnlion  unilc  au  sens  ordinaire  du  mol  (^  .,  et  un 
énoncé  analogue  est  valal)lc  pour  les  siibslitiitions  modulaires. 
Cest-à-diie  que  si  Ton  a 


■  km 


on  pont  remplacer  les  entiers  a,  fi,  y,  ...  7"  par  des  entiers  qui 
leur  soient  respectivement  congrus  uiod.  m)  de  façon  que  leur 
déterminant  devienne  égal  à  i.  Nous  snp|)osons  les  déterminants 
du  troisième  ordre,  uniipicment  pour  siinpliticr  l'écriture  .  \ous 
démontrerons  ce  théorème  plus  loin    n"  393). 

340.  —  Puisque  les  substitutions  à  déterminant  premier  à  nt,  ont 
des  inverses,  elles  sont  réversibles,  et  l'on  dira  que  deux  formes 
sont  éfjuiralentes  (mod.  m)  lorsqu'elles  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  une  telle  substitution.  De  même  pour  deux  systèmes  de  formes. 
Plus  généralement  si,  appliquant  à  un  système  (ou  à  une  forme) 
une  substitution,  on  trouve  un  second  système  f^ou  forme)  on  dira 
quels  premier  contient  le  second. 

Considérons  d'abord  des  formes.  Bornons-nous  à  celles  dans 
lesquelles  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  (au  sens 
ordinaire  du  mot)  est  premier  avec  le  module  m.  Une  telle  forme  e.sl 
éi/uivalente  à  .r,    comparer  au  n"  250  et  au  n"  281). 

//  en  résulte  que  deux  de  ces  Jhrmes  sont  équivalentes  entre  elles. 
—  En  elTet  soit  '/ce  plus  grand  commun  diviseur.  Ou  peut  trouver 
une  substitution  unité  qui  réduise  la  forme  à  '/.c,  (n    281  . 

Ensuite  on  peut  déterminer  un  entier  y.  par  la  condition 

dt  ^  I  (niod.  m). 

Après  quoi  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  la  substitution  réversible 
.'■|  I  axt  pour  réduire  la  forme  à  x,.  La  substitution  x,  \  <J.X\  est 
réversible,  elle  a  une  inverse  et  une  seule  qui  est  .c,  |  dxx\. 

Pour  les  systèmes,  bornons-nous  aux  systèmes  dep  formes  liné- 
aires à  n  variables  (p  <^  «)  dans  lesquelles  le  module  est  premier 
avec  n. 


(')  Fkœbemls.  —  ,/.  r.  -(.  A/.,  l.  88  (1880,  p.  1  iH  . 
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Vn  tel  système  esl  érjulraJcnl  au  système  : 


X., 


Il  en  résulie  que  deux  de  ces  systèmes  sont  équivaknts  entre  eux. 
—  En  ell'et  on  peut  trouver  une  subslitulion  unité  qui  réduise  le 
système  à 


ô,,M-<-'i  -4-  Sp^^a-o  H-  ...  -+-  S,,,,, a:,,. 

Le  module  du  système  est  o,,,  à,,.,  .._.  o*,,.,,.  Puisqu'il  esl  pteuiicr 
avec  le  module  m,  c'est  que  chacun  des  coefficients  principaux 
0*1.1,  c?j.j,  ...  'j,,.,.  l'est  aussi.  Ceci  posé  il  e\isle  une  substitution  à 
déterminant  premier  avec  m,  qui  réduit  la  jjromière  forme  à  Xi. 
Le  système  devient 

.r. 

O'ï     i.r,    ■+-   8';     ïX; 


o,,^,.T,  -f-  o,,,;.rï  ^  ...  M-6,,,,..T,,. 

Le  module  de  ce  nouveau  système  qui  est  <^'.,,,  r}',  -,  ...  0,..^  est 
encore  premier  au  module,  l-in  elTet,  il  esl  égal  au  produit  du  mo- 
dule du  système  primitif  par  le  module  de  la  substitution.  Donc 
chacun  des  coefficients  o\. ,:,  0%.i,  ...  c?,,.^  l'est  aussi,  (leci  posé  dé- 
terminons un  entier  a  par  la  condition 

a?ï .  ï  ^  I  (moil.  m) 

puis  un  entier  j3  par  la  condition 

0:,i    4-    ,io';.:   ^  O  (lUOd.   Ill) 

])uis  faisons  la  subslitulion  réversible 

:r.,  I  ix,  -h  itx«. 
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Cette  substitution  est  inversible;   car  son  déterniiiifiiit  C'^l  a  qui 
est  premier  à  m]  son  in\ei'se  est 


Par  cette  substitution,  la  seconde  forme  devient  x,.  etc. 

Pour  les  l'ormes  bilinéaires,  si  l'on  se  borne  à  celles  dans  les- 
t|uelles  les  diviseurs  élémentaires  sont  premiers  avec  le  module  (' 
on  voit  sans  dii'ticulté  que  toute  loime  de  rany  /•  est  écpiivalente  à 
Xiji  -h  ...  -t-xvy,.  Deux  quelcon([ues  d'entrés  elles  sont  donc  équi- 
valentes (mod.  ni  . 

341.  —  Une  autre  question  intéressante  est  la  suivante  : 

Etanl  donné  tinsyslcnic  de  forntex  linàaire.i,  combien  de  systèmes 
de  valeur.'!  inciuKjrues  'iiii)d.  ni),  ce  syslème  /irai -il  rerevair. 

Dans  le  cas  d'une  forme  ax,  ce  nombre  est  tt ;• 

U  [a, m) 

Poiu-  le  cas  général  soit  le  système  des  formes 
(26)  ^  =  a,,,i:r,  +  ...  H-  o,.,„.r„ 

Le  nombre  chercbé  ne  cliange  évitlemment  pas  si  on  fait  sur  les 
xune  substitution  modulaire.  Mais  il  ne  cbange  pas  non  plus  si  on 
fait  une  telle  substitution  sur  les/.  En  effet  au  lieu  du  système 
donné,  considérons  le  système 

(  '^,.ij\  -h  ■■■  -^^'uvfr 

(K)  

(  ' p.i.fi  -I-  •••  +"''(>  v.fr 

en  supposant  |  À;.^  |  =  i-  '•'!  '^'''^  (n"  338|   que  les  congruences 
obtenues  en  égalant  ces  formes  à  zéro  (mod.  ni)  entraînent 

/i  ^/î  ^  ...  ^/,,  ^  O  Uiiod,  nr. 

On  en  conclut  facilement  que  le  nombre  cherché  est  le  même  pour 
le  système   i-)  que  pour  le  système  (ati  . 

(•)  D'ailleurs  pour  que  ey.  e->,  ...  c  soient  tous  premiers  avec  le  module,  il 
sufTit  évidemment  que  tv  le  soil,  puisque  <'|.  e,.  ...  e,_,  sont  diviseurs  de  «v. 
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Ceci  posé,  on  peut  iléterminer  les  deux  subslitutions,  celle  sur 
les  X,  cl  celle  sur  les/,  ilc  façon  que  le  svslème    27)  soit  : 

e,,  c>,  ...  Pr  étant  les  diviseurs  élémentaires  du  taliloau  des<(  (n'309V 
La  première  iorme  peut  prendre  #-.  valeurs  incongrues  deux 

à  deux  la  seconde  peut  en  prendre  ,v —     indépendamment  de  la 
première,  etc;  le  nombre  ciierché  est  donc 

m  m  lit 

...   X   ,^ 


D(ei,m)        D(ei.m)"'        D{er.in) 

ou 

m"; 

D(e,,m)  D{e,.m}  ...  Die, .m)* 

Comme  corollaire,  comparant  avec  la  condition   de  possibilité 
d'un  système  de  coiigriiences  trouvée  au  n"  335  on  peut  dire  : 
l'our  qu"nn  système  de  congruences 

«A,i<ri  -+-  ■-■  4-  a/.. ,.•'•„  ^  '/.  (luod.  m) 

(/!=:   1,  2.    ...p) 

ait  des  solutions,  il  laut  et  il  sufiil  (|ue  le  nombre  des  svstèmes  de 
valeurs  incongrues  (mod.  m)  cpie  peut  piendre  le  système  des 
("ormes 

ai,,i^i  -+-  ...  ■+-  «ft,.i.'",i 

soit  égal  au  nombre  analogue  pour  le  svslème 

aA.i-Ti  -+-  ...  -+-  aA,».'n  -h  a/,,,,-.  i3-,if  1  (')• 

CJ  l'ROEBEsifs.  —  J.  r.  a.  M.,  t.  Sti  1  iS-çji,  p    i^^'A. 
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EXERCICES 

I.  —  Lu  svIi'miic  de  congrucnrcs  litiéaircs  homogènes  à  ;i  incoiiimcs, 
adiiicL  II  solutions,  dont  le  déterminant  est  égal  à 


l)(;H,e,)  D[m,e2)  ...  D(m,er) 

Si  on  les  comijino  linéairement  on  olilicnt  tontes  les  solnlions  dn 
système.  (Il  s'agit  dans  cet  énoncé  de  tmdi'S  les  solnlions,  incongines  ou 
non"). 

Kn  appelant  .s-  rentier  positif  le  pins  grand,  tel  tpie  <\  soit  premier 
avec  III.  il  y  a  ;i  —  s  solutions,  dont  la  combinaison  linéaire  donne 
toutes  les  solutions.  (On  peut  démontrer  ces  lliéorènics  en  ramenant 
le  système  à  la  forme  employée  an  n"  3401- 

II.  —  Etant  donné  un  système  de  congruences  linéaires  liomogèncs 
(inod.  m),  à  n  inconnues,  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  ait  une  solution  dans  laquelle  les  valeurs  des  incoimues  soient 
premières  dans  leur  ensemble  est  e„  eee  o  (mod.  m). 

III.  —  Pour  cjue  deux  systèmes  de  /)  formes  linéaires  indé[)endantes 
(n)  et  (b)  soient  équivalents,  il  fml  et  sullit  r  que  le  tableau  des 
coefficients  a  cl  celui  des  coefficienis  b.  aient  le  même  /)*"'"  diviseur 
élémentaire  ej,,  2"  cjue  les  deux  systèmes  de  congruences 

2L"'V"i  =  °'        ^'''/"j  =  o  (mod.  e„) 

!  3 

aient  les  mêmes  solutions. 

IV.  —  Toute  forme  bilinéaire  Xa,,,.T,r^  est  équivalente  imod.  ui)  à 
une  forme  réduite  1.euXi,yi,,  les  coefficients  C;,  étant  tels  que  e/,,ui  soit 
divisible  par  c/i,  les  coelQcients  c  étant  de  plus  tous  des  diviseurs  de  m. 

D'ailleurs  «;,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ///  et  du  /i'  di- 
viseur élémentaire  (au  sens  ordinaire  du  mot)  de  la  forme.  Les  quan- 
tités «;,  peuvent  être  appelés  les  dwiseurs  élémenlaires  (mod.  m)  de  la 
forme;  le  nombre  de  ces  diviseurs  qui  ne  sont  pas  nuls,  le  raïui  (mod.  m) 
de  la  forme.  Deux  formes  qui  ont  les  mêmes  diviseurs  élémentaires 
(mod.  m)  sont  équivalentes  (mod.  m)  et  réciproquement.  On  passe  de 
l'une  à  l'autre  par  une  double  substitution  sur  les  x  et  les  v.  On  peut 
toujours  faire  que  l'une  de  ces  substitutions  soit  modulaire  (l'autre 
ayant  d'ailleurs  un  déterminant  premier  à  m).  Si  une  forme  en  con- 
tient (mod.  m)  une  antre,  les  diviseurs  élémentaires  (mod.  iii\  de  la 
première  divisent  (mod.  m)  ceux  de  la  seconde,  et  réciproquement. 

(Tous  ces  lliéorènics  sont  tirés  des  doux  mémoires  de  M.  Frocbenius 
déjà  souvent  cités  t.  8(î  et  iSS  du  ./.  /•.  (/.  M.). 
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CALCUL    DES    TABLEAUX    ('} 


342.  —  l'ous  les  calculs  (jue  nous  avous  fait  sur  les  formes  linéaires 
et  bilinuaircs,  sont  en  réalité  des  calculs  sur  leurs  cocHicienls.  Les  va- 
riables n'y  oui  jamais  revu  île  valeurs  parliçulières.  Ces  coeflicienls 
sont  d'ailleurs  disposés  en  tableau.  Il  en  est  de  même  des  coedicients 
d'une  substitution. 

Cela  donne  l'idée  de  constituer  d'une  façon  indépendante  un  calcul 
des  liihleaiix,  le(|uel  pourra  s'appliquer  soit  à  la  théorie  des  formes  liné- 
aires, soit  à  celle  des  formes  bilinéaires,  soil  à  celle  des  subslilulions, 
soit  h  d'autres  encore  (-). 

iVous  allons  d'abord  parler  des  tableaux  à  cléments  quelconques 
(dont  la  théorie  n'appartient  pas  spécialement  à  la  Théorie  des  Nom- 
bres) nous  nous  occuperons  ensuite  des  tableaux  à  éléments  entiers. 

Définitions.  —  Deux  tableaux  sont  dits  é(jau.i-  lorsqu'ils  sont 
identicjues. 

Dans  deu.v  tableaux  de  même  type  i  n°  168).  deux  cléments  situés  à 
la   même  place  sont  dits  homnliKiiies. 

343.  Addition  des  tableaux.  —  Des  tableaux  étant  supjrosésde 
même  tvpe,  on  appelle  .■iniiiii>e  de  ces  tableaux,  celui  obtenu  en  ajoutant 
aux  éléments  de  l'un  le»  éléments  homologues  de  l'autre.  Ainsi  : 

(a    h    c\         /d    e  f\,(il    I'    n 

fa^-d-Jr-ij        h  -h  e  -^-  h       c  -<- /  -H  A\ 

-   \a'-^,l'-^'fj'      b'-he'-hh'      c'-^-f'  +  k')' 


(i)  .\u  lien  du  mot  "  latileau  »  on  emploie  quelquefois  le  mol  «  matrice  ». 
(2)  Celle  idée  est  de  A.  Cvïleï,  J.  r.  a.  M.,  l.  5o  ^i855),  p.  aSa. 
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1  iiÉonÈME.  —  J^'dildilion  (les  lahlcaii.r  esl  une  opéralion  associative  et 
coinmidalii'c.  Ce  lliéorènic  se  vcrillc  immôJialenient. 


Tableau  zéro.  —  l'armi  les  laljle;ui\  il'iiii  ly|)c  ilrlciniini'  on  ap- 
pelle lal/lcau  zéro  celui  dont  lous  les  éléments  sont  nuis.  Ajouté  à  un 
taljlcau  quelconque,  il  ne  le  change  pas,  cl  c'est  le  seul  jouissant  de 
cette  propriété. 

344.  Tableaux  égaux  mais  de  signes  contraires.  —  Ce  sont 
deux  tahliMUX  (le  nièine  tvpc  dans  Icsipicls  les  éléments  homologues 
sont  égaux  mais  de  signes  contraires.  On  dit  encore  que  l'un  d'eux  est 
égal  à  l'autre  changé  de  signe.  Leur  somme  est  nulle. 

Un  tableau  étant  désigné  par  A,  le  tableau  changé  de  signe  sera  dé- 
A. 

Soustraction  des  tableaux.  —  La  dilTérence  entre  un  tableau 
.\  et  un  tableau  15  de  même  tvpe,  est  par  délinition  la  somme  du 
tableau  A  et  du  tableau  —  B. 

Il  jouit  de  celte  propriété  que  ajouté  à  A  il  donne  B.  et  c'est  le  seul 
jouissant  de  cette  propriété. 

On  l'obtient  en  soustrayant  Je  chaque  élément  du  tableau  A  l'élé- 
nicnt  homologue  du  tableau  B. 

345.  Produit  d'un  tableau  par  un  nombre.  —  On  est  natu- 
rellement conduit  à  appeler  produit  d'un  tableau  A  par  un  entier  posi- 
tif m,  la  somme  de  m  tableaux  identiques  à  A.  Et  comme  ce  produit 
«'obtient  évidemment  en  multipliant  chaque  élément  du  tableau  par;/i. 
on  est  conduit  à  généraliser  la  définition  et  à  appeler  prodail  d'im  in~ 
bleau  A  par  un  nombre  (inelcomiiie  a,  \o  tableau  obtenu  en  nuiltipliant 
chacun  des  éléments  de  A  par  ce  nombre  a. 

C'est  aussi,  par  délinition,  le  produit  de  a  par  .\. 
De  sorte  que 

a.V  =  A«. 


346.  Multiplication.  Produit  de  deux  tableaux.  —  C'est  le 
tableau  obtenu  en  multipliant  les  lignes  du  premier,  par  les  colonnes 
du  second.  Pour  que  cela  puisse  se  faire,  il  faut  que  le  nombre  des  co- 
lonnes du.  premier  soit  égal  au  nombre  des  lignes  du  second,  ce  qu'on  ex- 
primera en  disant  que  leurs  types  sont  nmltipliables. 
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Exemple  : 


(a    b\        (e    <l  \  (  ac  -h  bc        ail  -+-  bii'  \ 

U'   bj  ^  \c    d)  —  \a'c  -f-  bc      ad  4-  b'd') 


\  I        \c'  «/    e  f  I 


ac  -I-  Le'  ad  -+-  b(i  ae  +  be'  aj  -+-  bf 
a'c  -f-  b'c  n'd  -^  b'd'  a'e  -  \-  b'e'  a'f  +  b'f 
yc  -h  bV     a"d  +  b"d'     a"r  -f-  h"e'     a"f{^  b'f 

Si  lo  preniioi-  lablcaii  est  ila  tvpe  (- )  et  le  second  de  l\[)e  j     |,   le 

produit  csl  de  tv[)e  (-  ).  Si  les  deux  tableaux  sont  carrés   cl  de   même 

orilre.  leur  produit  est  carre  et  de  même  ordre. 

La  multiplication  des  tableaux  est  identique  à  celle  des  substitutions 
(n"  222  ,  ou  bien  à  l'opération  cITectuce  sur  un  svsIèniR  de  formes 
linéaires  pour  lui  ap|)li(|ucr  une  substitution. 

Soit  a,,j  l'élément  f,'énéral  du  premier  lolileau,  h,  celui  du  second, 
Cij  celui  de  leur  ])roduit,  on  a  : 

(0  Ci.j  =  (•i,tbi,j  -î-  <i,,A,i  -f-  ■..  -+-  ai,J>„,j 

[n  est  le  nombre  de  colonnes  du  premier  tableau,  ou  des  lignes  du  se- 
cond). 

347.  —  On  appelle  déterminant  d'un  tableau  carré  le  déterminant 
formé  par  ses  éléments. 

Le  déterminant  du  jiroduil  de  deux  tableaux  carrés  est  éijat  an  produit 
des  délcrnwiants  de  ces  tableaux.  C'est  le  théorème  du  n°  223. 


348.  La  multiplication  des  tableaux  n'est  pas  commuta- 
tive.  —  Remarquons  d'abord  (pie  la  question  de  la  conimulativilé  de 
la  niultiplication  de  deux  tableaux  A,  15  ne  se  pose  que  si  les  expres- 
sions .\B  rt  1!.\  ont  loules  les  deux  un  sens,  ce  (pii  exige  d'abord   que 

si  le  premier  tableau  est  de  type  (     )  le  second  soit  de  type  (  -  I.  Mais 

alors  le  jiroduit  AH  est  carré  d'ordre  /),  et  le  produit  BA  carré  d'ordre  n. 
Donc  en  délinitive  la  question  ne  se  pose  que  .si  /i  =  n,  c'est-à-dire 
si  les  deux  facteurs  sont  carres  de  même  ordre. 

La  multiplication  de  deux  tableaux  carrés  de  même  ordre  n'est  pas 
commutativc.  On  l'a  vu  pour  les  substitutions. 
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Deux  lableaux.  carrés  de  même  ordre  A.  B  sont  dits /jerwH<«6/es  lors- 
que AB  =  BA. 

La  mullipUcdlioit  des  Inblenux  est  associative.  Soient  plusieurs  tableaux 
A,  B,  C,  D,  E.  La  question  de  l'associa ti vile  de  leur  inultiplicalioii  ne 
se  pose  que  si  le  îwmbre  de  liffites  de  chacun  est  égalai!  nombre  île  colonnes 
du  précédent.  En  particulier  les  tableaux  peuvent  être  carrés  d'un  même 
ordre. 

La  multiplication  de  tels  tableaux  est  associative.  Par  exemple 

|r(AB)  C]  d|  E  =  I ABCD)  E  =  (.\B)  (CD)  E. 

La  valeur  commune  de  ces  expressions  est  ce  qu'on  appelle  le  produit 
des  tableaux  A,  B,  C,  D,  E  et  se  désigne  par  ABCDE. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  opérations  sur  les  tableaux  sont 
soumises  à  des  restrictions  de  tvpe,  qui  disparaissent  lorsqu  on  suppose 
que  tous  les  tableaux  sur  lesquels  on  opère  sont  carrés  et  de  même  ordre. 
D'ailleui's  il  arrive  souvent  dans  les  applications  que  l'on  peut  cliangcr 
le  tvpe  d'un  tableau,  et  que  des  tableaux  non  carrés  peuvent  être  rem- 
placés par  des  tableaux  carrés  ('). 

349.  Tableau  diagonal.  — On  appelle  ainsi  un  tableau  carré  dans 
lequel  les  éléments  de  la  diagonale  |)rincipale  sont  égaux  entre  eux  et 
les  autres  nuls.  Un  tel  tableau  est  permutable  avec  n'importe  quel  autre 
carré  du  même  ordre. 

Ainsi  on  a,  en  prenant  comme  exemple  des  tableaux  du  troisième 
ordre) 


=  I     ;)m'  mb  me' 
.màmbma 


(')  Par  exemple  si  un  tableau  représente  p  formes  linéaires  à  n  variables,  on 
peut  lui  adjoindre  des  colonnes  de  zéros,  cela  revient  à  inlroduh^e  Tlans  les 
formes  de  nouveaux  termes  tous  nuls.  De  même  on  peut  lui  adjoindre  des 
lignes  de  zéro,  car  cela  revient  à  introduire  dans  le  svstème  des  formes  iden- 
lii|uement  nulles  Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  substitutions 
et  aux  formes  bilinéaires. 
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Ce  résultai  est  aussi  le  produit  du  tableau 

fa    b    c  \ 

\  a"  b'  c"/ 
par  le  nombre  m. 

Le  tableau  diagonal  dont  les  éléments  de  la  diagonale  principale 
sont  tous  égaux  à  m  sera  appelé  tableau  m.  et  désigné  lorsqu'il  n'y  aura 
pas  de  confusion  à  craindre  par  m.  En  particulier  le  tableau  i  est  tel 
(]ue 

A  X  1  =  1  X  A  =  A. 

<Jn  voit  aussi  que  le  tableau  o  est  tel  que 

A  X  o  ^  o  X  A  =:  o. 

350.  —  Le  tableau  o  est  le  seul  ijui  jouisse  de  la  proiniètè  que  son  pro- 
duU  par  A  soU  o  (juel  que  soit  A. 

/)t'  même  le  lableau  i  est  le  seul  qui  jouisse  de  la  propriété  que  son  pro- 
duit par  A  soit  A,  quel  que  soit  A. 

En  elTet  soit 

n  b  c    \  ,'  l  m  n 

a'  b'c'     1  X  I      l  ni  n 
a"  b" c"  /        \  r  m"  n' 

quels  que  soient  a,  b.  ...  c\  On  a 

„/  4-  hl'  -^  cl'  =  o 


an  -hb"n'  -hc"u' 


quels  que  soient  a,  b,  ...  c  .  Donc  1=1'  =  ...=  n'  =^  o. 
Même  démonstration  pour  le  second  théorème. 

351.  —  Mais  un  produit  de  tableaux  peut  être  nul  sans  qu'aucun  Jacteur 
soit  nul. 

Par  exemple 


:     '\      /       b       bd\ 

C     '  \  —  a—ad I 


'    o     o 
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On  démontrera  facilement  que  pour  qu'un  produit  île  <lou.\  tableaux 
(ioiil  aucun  n'est  nul  soil  nul.  il  faul  (pic  les  moiiules  desdeux  lacteurs 
soient  tous  les  deux  nuls;   mais  cette  condition  n'est  pas  sullisante. 

De  même,  la  condition  AB  =  A,  n'exige  ni  que  A  =  o  ni  (|ue 
13  =  1.  En  elîet,  en  vertu  de  ce  (ju'on  va  voir  au  n'  353.  elle  revient 
à  A(B—  ij  =  o. 

352.  Puissances  à  exposant  positif  d  un  tableau.  —  De  la 

délluition  d'un  [iroduit  de  tableaux,  s  ensuit  sans  dillieultc  celle  de 
puissance  à  exposant  positil  d'un  tableau  carré. 

Deux  puissances  d'un  même  tableau  sont  permutables. 

353  I  iiKouKME.  —  L'ndiUùiin  des  lnlAeanx  est  une  oiiêralion  distribu 
live  jxu-  rapport  à  leur  u)ulliplicatioii.  ]l  eu  est  de  même  de  la  sousiraclion. 
Par  exemple  on  a 

(A  -,-  B  —  C  4   D)  E  =  AE  --  BE  —  CE    f    DE 

et 

E  (A  —  B  —  C  +  D;  =  EA  -r-  EB  —  EC  4-  ED 

on  le  vérifie  facilement. 

D'ailleurs  cela  n'exige  pas  tpie  les  tableaux  soient  carrés,  cela  exige 
seulement  que  les  tableaux  qu'on  ajoute  ou  soustrait  soient  de  même 
tvpe,  et  que  ceux  qu'on  multiplie  soient  de  tvpes  mullipliables. 

354.  Division  des  tableaux.  —  Il  y  a  deux  espèces  de  division. 
Etant  donnés  les  tableaux  A  et  B,  on  peut  eiierclier  uu  tableau  (J  tel 
que 

BQ  =  A 
ou  un  tableau  Q    tel  que 

QB=^  A 

Q  sera  dit  premier  rapport  de  .\  à  B  et  Q'  sera  dit  second  rapport  (voir 
n    230). 

La  première  espèce  de  division  suppose  que  A  et  Bout  la  même  iiau- 
leur  ;  alors  si  A  est  de  tvpe  (p,  n)  et  B  de  tvpe  (p,n')  Q  est  de  tvpe  in,  n). 

La  deuxième  espèce  de  division  suppose  que  A  et  B  ont  la  même  lar- 
geur ;  si  .\  est  de  type  (/>,  n)  et  B  de  type  (p  ,  u\  Q'  est  de  type  {/>,/')■ 

Gaben.  —   Théorie  des  nombres,  I.  I,  ai 
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Si  deux  tableaux  sont  de  rnônic  Ivpe.  on  ppul  les;  diviser  des  devix 
façons. 

Premier  cas  iiarlu:ulier.  —  On  suppusf  ijue  les  deux  lahleaiix  smit  cnrrés 
de  même  ordre,  le  dividende  A  esl  éqnl  à  \ .  cl  le  module  du  diriseur  I?  esl 
différent  de  :éro.  Dans  ce  cas.  le  premier  r.ipporl  exisic  et  il  est  uni([U('. 
Il  satisfait  à  la  relation 

BQ  =  I. 

On  l'obtient  imniédialenicnl  en  considérant  I!  comme  une  substitu- 
tion, car  c'est  la  substitution  inverse.  Il  esl  donné  par  la  formule  du 
n"216. 

Ouant  au  second  rapport,  il  est  aussi  délerniiné,  cl  il  est  égal  au 
premier.  En  effet  de 

Q'B   -^  I 

on  déduit,  t'ii  mulliplianl  les  deux  mendjres  à  droite  par  O 

Q  I5Q  =  Q 
ou 

Ce  tableau  (,}  sera  dit  l'inverse  de  15  et  nous  le  représenterons  par  H    '. 
Deu.ricme  cas  purticulter.  —   On  suppose  les  deu.f  laUenux  carrés  de 
même  ordre,  el  le  module  du  diviseui-  différent  de  zéro. 
On  a  à  clierciicr  ()  et  (V  Icis  fpie 

liQ=A       et      OB^A 

On  trouve  inuuédialement 

Q  =r  H- 'A        cl        Q'  =  AB-'. 

Ces  deux  rapports  sont  idcnticpics  lorsque  A  et  H  sont  |U'rmutabics, 
et  dans  ce  cas  seulement  (n"  230)- 

(ms  général.  —  S'il  s'agit  du  premier  rapport,  la  (jneslion  de  savoir 
si  ce  rapport  existe  et  de  le  trouver  est  idenli(|ue  à  celle  du  ii"  257. 
S'il  s'agit  du  second  rapport,  on  changera  dans  les  énoncés  les  colonnes 
en  lignes,  et  on  considérera  le  tableau  obtenu  en  juxtaposant  verticale- 
ment les  deuxl  abieaux  donnés,  au  lieu  de  celui  obtenu  en  les  juxtapo- 
sant iiorizontalemenl.  On  le  démontre  par  la  considération  des  ta- 
bleaux conjugués  (n"  359  • 

D'ailleurs  dans  le  cas  général,  le  problème  peut  n'être  pas  possible, 
ou  il  peut  avoir  une  inlinité  de  solutions  (puisqu'il  j  a  en  général  une 


CALC^CL    HES    TABLEAUX  323 

inliiiilc  (Je  subslitulioiis  pour  passer  d'un  svslcme   de  formes  linéaires 
à  un  auUc,  (juand  il  \  on  ii,. 

Mais  s'il  \  a  une  inllnitt'^  do  premiers  rapports,  ils  ont  le  môme  type, 
car  de 

A  =  BO 


on  déduit  que  ()  a  une  hauteur  égale  à  la  largeur  de  H,  cl  une  largeur 
égale  ,'i  celle  de  A. 

De  morne  Ions  les  seconds  rapports. 


355-  Itcmar'iac.  —  l'uisfjno  la  question  de  trouver  lo  premier 
rapport  d'un  I.TJileau  \  à  un  lalileau  iî  revient  à  celle  de  trouver  la 
suljslitulion  linéaire  qui  transforme  le  svsli.-me  de  formes  linéaires  (15 1 
en  le  système  (A),  par  analogie  avec  le  langage  eniplové  pour  les 
systèmes  do  formes,  on  peut  dire  (|ue  lorsque  ce  rapport  existe,  le  ta- 
bleau 15  contient  algébritjiu'Dieni  première  ntnnière)  le  tableau  A.  Si  de 
plus,  lo  tableau  A  contient  algéljriquement  (première  manièrej  lo 
tableau  15,  on  dira  que  les  dcuv  tableaux  ionl éqmvalenls algébriquenient 
{première  manière). 

On  déQnirait  de  môme  des  tableaux  se  contenant  .ilgébriqucnieni 
(seconde  manière)  ou  équivalents  algébriquement  (seconde  manière). 

D'ailleurs  les  deux  notions  se  ramènent  l'une  à  l'autre  par  la  consi- 
dération des  tableaux  conjugués  (voir  n'  359  i. 

356.  Puissances  à  exposant  nul,  ou  négatif,  d'un  tableau 
carré-  —  far  déHnition 

A»  =  1 
A-"'  =  (A-')'". 

Théorème.  —  (A.'")  (•■V'"')  =  A"'~"''  ^ae/s  i/iie  soient  les  exposants  m 
et  ni. 

Se  déduit  imméiliatomont  du  tliéorème  analoi^uc  sur  les  substitu- 
tions   n°  228). 

357.  Inverse  d'un  produit  de  tableaux.  —  Se  forme  en  rem- 
plaçant chaque  tableau  par  son  inverse  et  renversant  l'ordre  des  fac- 
teurs (n"  231). 

358.  Définition-  —  l'ar  analogie  avec  ce  <]ui  a  été  dil  au  n"  232. 
on  appellera  transfoniié  d'un  tableau  .\  par  mi  tableau  carré  C,  le  ta- 
bleau CAC"'. 

Tous  les  théorèmes  des  n"~  231  à  236  s'étendent  aux  tableaux. 
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359.  Tableaux  conjugués.  —  l)cii\  laMeaux  sont  dits  conjugués 
lors(|iK'  ri'lément  ii,,j  ilu  inciiiior  est  égal  à  l'élciiicnt  /)^,,  de  l'autre. 
Ainsi 

/  a     a'     a" 
et         (  h    h     y 
\c     c'     c\ 

sont  conjugués. 

Cette  définition  ne  suppose  pas  les  tableaux  carrés,  .\insi  (    .     .,      ,  j 

et  I   /)     //    I   .sont  conjugués. 
\r      c' I 

InKOHKMF..  —  Le  conjugué  d'un  produit  </<'  laldeau.r,  esl  égal  an  pro- 
duit des  conjugués  de  ces  tableaux,  pris  en  ordre  inverse.         ' 

Xous  allons  d'abord  le  déinontier  pour  deux  tableaux. 

Désignons,  d'une  façon  générale,  par  A   le  conjugué  de  .\. 

Le  tliéorèine  à  démontrer  est 

AB  =  ïi  \. 

Il  sulllt  de  le  vérilicr  en  s'appujaiit  sur  la  formule  ijui  donne  le 
produit. 

Ensuite  supposons  le  tliéorème  vrai  pour  un  certain  nombre  de  fac- 
teurs et  dénionlrons-le  pour  un  fadeur  de  plus. 

Par  livpollièse 


AB  ...  K  =  K  ...  B  A. 

D'après  le  tliéorème  pour  deux  larleurs 

AB  ...  KL  =  L  (ÂÏÏTTk). 
Donc 


AB  ...  KL  =  LK  ...  B  A. 

ConoLi.AinE.  —  Si  le  premier  rapport  de  \  à  H  esl  O,  le  second  rapport 

de  À  à  B  est  Q. 

Conséquences.  —  Pour  voir  si  un  tableau  A  contient  algébriquement 

(seconde  manière)  un  tableau  B,  il  suflit  de  voir  si  A  contient  algébri- 
ijuement  (première  manière    le  tableau  B- 

l'our  \oir  si  deux   tableaux  A,  B  sont  éqiiivaients  algébriquement 
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[seconde  manière),   il  sulTil  de  voir  si  A  el  B  le  sont  ^première  ma- 
nière;. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  si  l'on  borne  à  la  considération  des  ta- 
bleaux dont  le  module  est  différent  de  zéro,  qui  sont  les  plus  usités, 
deux  tableaux  quelconques  sont  équivalents  des  deux  manières.  Les 
considérations  analogues  pour  les  tableaux  à  éléments  entiers  seront 
plus  intéressantes. 

360.  Tableau  symétrique.  —  On  appelle  ainsi  un  tableau  iden- 
tique à  son  conjugué,  c'est-à-dire  tel  que 

361.  Tableau  alterné  ou  symétrique  gauche  —  On  appelle 
ainsi  un  tableau  égal  mais  de  signe  contraire  à  son  s\mélri(iuc.  c'est- 
à-dire  tel  que 

En  particulier  : 

a,.,  =  o. 

TiiiîouKME.  —  Le  produit  d' un  tableau  par  son  oonjugué  est  synu-triijue. 
Soit  a,j  l'élément  général  d'un  tableau,  l'élément  général  du  tableau 
conjugué  est  6,,y  =  n,.,. 

Donc  l'élément  général  du  produit  est,  d'après  la  formule  (i), 

e„j  =  «i,!»;,!  --  aî,2«j,j  -i-  ■••  -+-  Oi.nCj,»- 

On  voit  donc  que  c,.y  =  Cy.,. 

Ilemarquf.  —  On  considère  de  même  des  substitutions  conjuguées  et 
des  substitutions  symétriques. 

362.  —  Deux  choses  empêchent  de  poursuivre  à  i'ond  l'analogie 
entre  le  calcul  des  tableaux  carrés  et  celui  îles  nombres  : 

1°  La  multiplication  des  tableaux  n'est  pas  commutative  ; 

■i'  Un  produit  de  tableaux  peut  être  nul,  sans  qu'aucun  des  l'actcui's 
le  soit. 

On  voit  que  l'analogie  se  poiu'suivra  davantage  si  l'on  necalculeque 
sur  des  tableaux  pour  lesquels  l'une  ou  l'autre  de  ces  propriétés,  ou 
même  les  deux  ï^ubsisteiit.  II  est  donc  intéressant  de  déterminer  un 
ensemble  de  tels  tableaux.  C'est  ce  que  nous  allons  (aire. 
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Li;m\ik  I.  —  Quniid  un  Inhlcaii  esl  perniiilable  avec  ileu.c  autres,  il  l  est 
aussi,  avec  leur  somme  et  avec  leur  différenre 
Par  livpollù'sc 

Al$  =  BA 
et 

AC  =  CA. 

Kn  additinmiant  ros  éL.'alit<''s  il  \ioiit  (ti    353  i 

A(I5  -t-  C)  r=  (H  -+-  C)A. 

En  les  ivlraiichant,  il  vient 

A  (15  —  q  =  (I5  —  C)A 

ce  (ju'il  lallail  (K'monlrci'. 

LEMNn:  il.  —  (Juaiul  trois  tableaux  sont  permutables  entre  eux,  deux  à 
deux,  l'un  qiielcunque  d'entre  eux  est  permutable  avec  le  produit  des  deux 
autres. 

Par  lijpolliî'se 

AB  =  UA 
BC  =  CB 
CA  =^  AG. 

De  là.  el  de  l'associalivité  de  la  mnlll|ilicalioii  on  déduit  succes- 
sivement 

A  (BC)  =  ^\B;r.  —  (BA)C  r^  R(AC)  =  B(CA)  =  (BC)A 

ce  (|iii  déinonlic  que  A  et  BC  sont  permutables. 

Li;MMii  III.  —  Quand  deux  tableaux  sont  permutaldes,  l'un  d'eu.r  esl 
perintilable  avec  l'inverse  de  l'autre. 

Par  li\ |)olli(''se 

AU.     BA. 

Multi|)llons  les  deux  membres  de  celte  <'j;alitc  à  droite  cl  à  gauche 
par  B    ',  il  vient 

B-'A  =  AB   ' 

ce  qu'il  l'allail  démontrer. 

Lemme  IV.  —  Quand  trois  tableaux  sont  permutables  entri-  eux  deux  à 
deu.r.  l'un  queleonque  d'entre  eux  est  permutable  avec  le  rapport  des  deux 
autres. 

Soienl  .\,  B,  C  ces  trois   tableaux.    I.e   tableau   .V  élaiit  permutable 
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avec  B,  l'est  avec  1J~'.  l.c  tableau  A  étant  pennulable  avec  1$  et  avec 
C-',  l'est  avec  BC   '. 

Nous  pouvons  maintenant  trouver  une  famille  de  tableaux  permu- 
tal)le5  lieux  à  deux. 

363'  1  iiÉoiu';\n;.  —  Etant  donnés  des  tableaux  permutables  entre  eux 
lieux  à  deux,  tous  ceux  i/u'on  en  peut  déduire  par  des  opérations  ration- 
nelles (additionner,  soustraire,  multiplier,  diviser)  sont  aussi  permutables 
entre  eux  et  avec  les  précédents. 

Soient  donnés  par  exemple  quatre  tableaux  A,  B,  C,  D  permutables 
entre  eux  deux  à  deux  ;  si  l'on  additionne,  ou  qu'on  retrancbe,  ou 
([u'on  multiplie,  ou  qu'on  divise  deux  d'entre  eux,  on  obtient  un  cin- 
quième tableau  permutable  axec  chacun  des  quatre  premiers.  Si  l'on 
opère  de  nouveau  sur  deux  de  ces  cinq  tableaux,  on  en  obtient  un 
sixième,  permutable  avec  les  cinq  précédents,  et  ainsi  de  suite.  (Test 
ce  qui  résulte  des  lemmes  précédents. 

364'  —  l'ius  généralement  supposons  que  nous  avons  un  ensemble 
(E)  de  tableaux  permutables  deux  à  deux  ;  soit  A  un  nouveau  tableau 
permu taille  avec  chacun  de  ceux  de  l'ensemble  (E). L'ensemble  (  E  )  de(E) 
et  de  toutes  les  fonctions  formées,  rationnellement  au  moyen  de  .\  et 
des  tableaux  de  (E),  est  un  ensemble  de  tableaux  permutables  entre 
eu.x.  Former  (E')  s'appelle  adjoindre  S.  à  l'exemple  (E). 

Par  exemple  lenseiuble  de  tous  les  tableaux  diagonaux  d'un  même 
ordre  forme  un  ensemble  de  tableaux  permutables  deux  à  deux.  Adjoi- 
gnons-lui un  tableau  A  lequel  est  permutable  à  chacun  d'eux  (n"  349  >. 
Nous  obtenons  ainsi  l'ensemble  de  toutes  les  Jonctions  rationnelles  de  A 
'/on/  les  coclJicienls  sont  des  nombres. 

Adjoignons  encore  un  tableau  B  permutable  avec  A,  nous  obtenons 
l'ensendilc  de  toutes  le.-i  fondions  rationnelles  de  A  et  B  <binl  les  coefficients 
sont  des  nombres,  etc. 

Toutes  CCS  fonctions  rationnelles  sont  permutables  deux  à  deux. 

365  Rapports  entre  le  calcul  des  tableaux  et  celui  des 
nombres  complexes-  I-  —  (.onsidérons  le  tableau 


\ 1     0/ 


On  a 


—  1        o  ■ 
A- 


(  ) 
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Donc  le  calcul  des  fondions  rationnelles  de    \    à   coeflicients  iinmé 
riqucs  est  identique  à  celui  des  nombres  complexes  oïdinaiies. 
11.  —  C.onsidérons  les  tableaux 


On  voit  sans  jieiiio  (|U0 

A-=;—  1       AH  =  C  AC=  — 15 

BA  =  —  C       B-  =  —  1        BC  =  A 
CA  ^    B  (:B  =  — A        Or-.  —  ,. 

Le  calcul  des  ionclions  rationnelles  de  A.  B,  ("  est  identique  à  celui 
des  qualernions. 

Ces  propriétés  se  généialisenl  :  Tout  s\slèMio  de  nombres  complexes 
peut  se  ramener  à  un  système  de  tableaux.  On  voit  l'importance  du 
calcul  des  tableaux,  puisqu'il  loinpn'iid  pres(|ue  tous  les  antres  calculs 
comme  cas  particuliers  ('j. 

''       o    1  ^ 

366-  —  Nous  venons  de   voir  que   le    tableau   A  ^  (  )  salis- 

—  1    o  ' 

lait  à    l'équation    A-  -H  I  =n  o,    de    même    les    liois   autres    tableaux 

A,  B,  C.  On  voit  immédiatement  {]ue    tout    tableau   A   satisfait   à   une 

é(piation  algébrique  de  degré   n-   an   pins,   à   coefficients   numériques, 

car  si  on  forme  A",  A'.  ...  .\"'  et  qu'on  écrit  que 

\\o  +  À, A'    t-  ...  -hX,.,A"=  =0 

on  a  n-   é(|ualions   liomoyènes   linéaires   pour   délermiii(-r   les   a'    i-  I 

coeflicients  ).^,  ). >„j,  ce  qui  donne  pour  ces  quantités  des  valeurs 

non  toutes  nulles  (iT  166)  Mais  il  y  a  plus,  et  l'on  peut  démontrer 
(|ue  A  satisfait  à  une  é(|ualion  de  degré  n  au  plus;  mais  nous  n'insisle- 
)ons  pas  davantage  ici  sur  ce  sujet. 


(')  Certains  auteurs  iiiis;luis  l'appellent  »  miioersal  olgrbra  ». 
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367.  —  Nous  appellerons  tableau  ritlicr  un  tableau  doul  les 
l'Iémenls  sont  des  entiers.  De  même,  nous  appellerons  tableau  ni- 
lionnel  un  tableau  dont  les  éléments  sont  rationnels. 

Les  trois  piemières opérations  :  addition,  soustraction,  multipli- 
cation appliquées  à  des  tableaux  rationnels,  donnent  comme  résul- 
tats des  tableaux  rationnels.  Ap[)liquécs  à  des  tableaux  entiers  elles 
donnent  des  tableaux  entiers. 

La  division  appliquée  à  deux  tableaux  rationnels  donne  ciimme 
résultat  un  tablenn  rationnel  ;  mais  appliquée  à  deux  tableaux  en- 
tiers, elle  ne  donne  pas  en  géiii'ral  un  tableau  entier  mais  seule- 
ment un  rationnel.  .\  partir  de  maintenant,  il  ne  s'agira  plus  guère 
dans  ce  chapitre  que  de  tableaux  entiers,  et  sani' avertissement  con- 
traire, «  tableau  »  \oudra  dire  c  tableau  entier  ». 

368.  —  Un  tableau  entier  \  est  dit  ilivisiblr  (prriiiirre  iiuinière) 
par  un  autre  B  lorsqu'il  existe  un  tableau  entier  Q  tel  que 

A  =  on. 

On  dit  encore  que  15  est  un  diviseur  [)remière  manière)  de  \, 
et  A  un  niulliple  (première  manière  de  15. 

On  peut  encore  dire  que  A  est  conlrnit  arillinu'iifjucinent  {pre- 
mière manière)  dans  Hou  que  H  contient  \  (première  manière). 

De  même  \  est  dit  dirisihle  (seCDHile  manière)  par  )>,  lorsqu'il 
existe  un  tableau  entier  Q  tel  que 

\  =  QB 

etc. 
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Heinanjue  imporlanlr.  —  Dans  lont  ce  (|ui  \a  suivre  les  mois 
(I  première  manière  »  seront  sous-enlendus.  Nous  ne  spécifierons 
la  manière  que  lorsque  ce  sera  la  deuxième. 

TiiÉouKMf:.  —  .Si  A  est  mulliplc  de  B  el  1$  mulliple  de  C,  A  est 
multiple  de  G. 
Car  de 

A  =  B(,) 
H  =  CQ 

on  déduit 

A  =  C(QQ). 

Cherchons  maintenant  les  conditions  nécessaires  et  sullisantes 
de  divisibilité. 

Soit  A  le  tableau  dividende,  li  le  tableau  diviseur.  Si  nous  con- 
sidérons le  tableau  B  comme  représenl;\nl  un  s\stème  (B)  de 
i'ornies  linéaires,  et  le  l^ibleau  quotient  inconnu  Q  comme  repré- 
sentant une  substitution.  !e  tableau  \  représente  le  svstèmc  A), 
transformé  de  ;B  par  la  substilution  (^.  La  condition  cherchée  est 
donc  celle  qui  exprime  que  le  système  (B)  contient  le  système  (A). 
C'est  donc  celle  obtenue  aux  n"~  291  et  292.  Si  nous  supposons 
que  le  ranjj^  ;  de  B  soit  égal  à  sa  hauteur  /).  la  condition  est  que 
le  Inbleau  B  et  loiis  les  Uddeuux  obtenus  eu  bordant  le  tableau  B 
/)'()■  une  colonne  empruntée  au  tableau  \,  aient  le  même  module.  Si 
le  ranij  r  du  lablenu  B  est  plus  petit  (pic  sa  hauteur,  il  faut  el  il 
suffit  (pie  ce  soit  aussi  le  nuK/  de  clincun  des  tableaux  B,  et  de  plus 
(jue  dans  le  tableau  \  el  dans  clia(]ue  tableau  B,  le  plus  (jrand  com- 
mun diriseur  des  déterminants  (Contre  r  S(At  le  même. 

369.  —  On  [)eut  simplifier  la  l'orme  de  cet  énoncé  et  dire  ; 
Pour  rjue  le  tableau  A  .soit  dirisible  par  le  tableau  l>. 

1°  .SV  le  rang  du  tableau  B  est  égal  à  sa  hauteur,  il  faut  et  il 
suffit  (jue  le  module  de  B  soit  égal  à  celui  du  tableau  D  (')  obtenu  en 
juxtaposant  horizontalement  A  et  B. 

•2"  Si  le  rang  r  du  tableau  B  est  plus  petit  </ue  sa  hauteur,  il  faut 
el  il  suffit  que  ce  soit  aussi  le  rang  du  tableau  D,  et  de  plus  (/ne  le 

(')  .Nims  \err()ns  (n"  376)  (|iic  1)  esl  le  plus  grand  commun  iliviseur  de  ;V 
et  B. 
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plus  iiniiitl  lomiiian  i/lrixmi-  f/r.v  ili'lirminanls  il'urdn'  r  du  hihlenit 
I),  xdii  le  iiicnic  iinc  celui  des  délcrnilntints  d'ordre  r  du  laldeau  \). 

370.  —  Ciinime  cas  pailiciilier  de  ce  qui  précède,  si  on  consi- 
dère lin  lablean  15,  et  le  lahleati  \  obtenu  en  siippriniaiit  dans  B 
certaines  colonnes,  le  lahleau  lî  ost  un  diviseur  do  \.  Ainsi  le  ta- 
bleau 


est  un  diviseur  de 


/   3  —  7  \ 

(  i  :  ) 


Car 


:i  - 

~  7  \ 

r 

/ 

.0     3\ 

r  ■ 

(1 

, 

M  = 

/4 

8-, 

o 

1 

5 

.,' 

V. 

1 

0./ 

o 

V        0 

() 
o 

371,  —  Pour  la  question  do  la  divisibilité  'seconde  manière)  il 
sullit  de  reprendre  tout  ce  qui  procède,  en  changeant  le  mot  «  rn- 
loiinc  n  on  le  mot  «  liijne  »,  ol  juxtaposant  les  tableaux  vortica- 
lenient  au  lieu  d'iiorizontalemenl. 

On  le  voit  on  se  servant  do  la  proposition  suivante  : 

Pour  ijn'un  hdileua  entier  \  soi!  divisible  (seconde  nitiiuere)  jinr 
nti  Idlileitu  eitlier  \\.  Il  [nul  el  il  suffit  ijuc  le  conjuj/né  de  \.  soit 
divisible  première  manière)  pur  le  ouijufjué  de  B.  Proposition  qui 
est  une  conséquence  immédiate  du  coroUaiie  du  tbéorcme  ilu  n" 
359.  '^ 

En  particulier  dans  les  énoncés  relatifs  à  la  di\isiiiilité  seconde 

manirro.  lorsqu'il  s'agit  de  tajjloau  de  type  ( '' )  avec//   ',.-■■  n,  et  oîi 

tous  les  détorminanls  d'ordre  p  ne  sont  pas  nuU  ;  il  faut  riMuplaccr 
ce  qu'on  a  appelé  le  module  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
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(le  ces  ilclei'iiiinanls  ircirdre  p.  C'esl  ce  (uToii  pciil  appcloi-  le  nxi- 
(Iule,  scronde  manière,  raiilie  r'ianl  alors  désigné  par  les  mots  iiui- 
dale  preniihy  iiKuiih-e.  Sciiienient  des  deux  modules  l'un  au  moins 
est  nul,  sauf  dans  le  cas  d'un  tableau  carré  à  déterminant  non  nul  ; 
<'t  dans  ce  cas  les  deux  mmlidi's  >ont  égaux  enliv»  eux  e(  à  la  valeur 
absolue  de  ce  iléterminant. 

()uan(l  nous  dirons  i'  module  »  tout  court,  il  conliiuiera  à  s^igir 
du  module  première  manière. 

lieiiKirijiii  I.  —  Pour  qu'un  tableau  soit  divisible  |iar  un  autre 
(première  ou  seconde  manière i,  il  /""/  que  le  module  tlu  premier 
soit  divisible  par  celui  du  second;  mais  celle  condition  n'esi  pas 
suflisanle. 

l'cinnviiiw  II.  —  De 

A  =  BQ 

on  déduit 

C.\  =  CM). 

Donc  6-/  un  tableau  A  e.sl  diei.-iiltle  imr  un  Inlileun  \>,  le  iinxhut  à 
(jauche  de  A  par  un  nuire  lalileuu  C  esl  ilivisible  jmr  le  produi/  à 
i/auclie  de  B  j/ar  le  niéine  lidilenu  C,  et  les  deux  (juotients  sont  les 
inènie.'i. 

Mais  le  produit  à  »//■')//(•  de  A  [lar  C  n'est  pas  en  général  divisible 
(l)r'.Miiière  manière   ()ar  le  produit  à  droite  de  15  par  C. 

De  même  si  un  tiddemi  A  i'.s7  dirisible  (seeonde  manière)  par  un 
l(ditenu  li.  le  produit  à  droite  de  A  par  un  autre  tableau  C  est  diei- 
xible  seeonde  manière)  par  le  produit  à  droite  de  15  par  le  même 
tableau  C,  et  li's  deu.r  quotients  sont  les  mêmes. 

Henuir(pte  lll.  —  Il  faut  d'ailleurs  se  rajjpeler  (n"  354  que  sauf 
le  cas  des  lablcaux  carrés,  le  quoTuMil  de  deux  tableaux  s'il  existe, 
n'esl  pas  déterminé.  I^a  condition  pour  ce  tableau  d'être  entier  ne 
le  détermine  pas  non  plus,  car  les  équations  dio[)banliennes  (pi'il 
i'aut  écrire  pour  ilélerminer  les  éléiuonls  de  ce  tableau,  si  elles  sont 
possibles,  ont  une  inlinilé  de  solutions. 

On  sait  déjà  que  tous  les  premiers  quotients  ont  même  l.\|>e.  De 
plus,  supposons  que  le  module  du  diviseur  soit  ilitTéicnt  de  zéro. 
Mors  tous  les  premiers  quotients  am-oni  même  module  à  savoir  le 
(|uotient  du  module  du  dividende  par  celui  du  diviseur.  De  même 
Ions  les  quotients  seconde  manière. 
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372.  Tableaux  unités.  —  On  appelle  tableau  unité (')  (pre- 
nne! e  manière  un  tableau  entier  qui  divise  (première  manière)  tous 
les  autres  de  même  hauteur.  D'après  ce  qu'on  a  dit  au  n"  292 
(remarque  II  ,  les  tableaux  unités  de  hauteur  p sont  les  tableaux  de 
largeur  >  /)  et  de  module  égal  à  l'unité.   Par  exemple 


'») 


est  un  tableau  unité. 

En  |)arliciilier  les  tableaux  carrés  unités  sont  ceux  de  détermi- 
nant égal  à  —  ou  —  I .  La  rechcrclie  de  ces  tableaux  est  donc  iden- 
tique à  celle  des  substitutions  unités  (n°  243). 

Remarques  I.  —  L'inverse  d'un  tableau  unité  c.-^t  un  tableau 
unité. 

II.  —  Le  produit  de  doux  tableaux  unités  est  un  tableau  unité. 

III.  —  U,  V,  W  ,  ...  étant  des  tableaux  unités,  L"  V"  AA>  ... 
im,  n,  p,  ...  étant  des  entiers  s  o  ,  en  est  un  aussi. 

Les  tableaux  unités  seconde  manière)  sont  les  conjugués  des 
tableaux  unités  (première  manière  .  Ainsi 

l  2 

■a         8 
3         5 

12    lO 

est  un  tableau  unité  seconde  manière. 

Les  tableaux  carrés  unités,  le  sont  en  même  temps  des  deux 
manières. 

373.  Tableaux  entiers  équivalents.  —  Un  tableau  \'  sera 
dit  équivalent  (première  manière)  à  un  tableau  A,  lorsqu'il  existe 
un  tableau  unité  L  tel  que 

A  =  .\L . 

De  même  .\  sera  dit  équivalent  (seconde  manière)  à  un  tableau 
A,  lorsqu'il  existe  un  tableau  unité  L   tel  que 

A'  =  U  A. 

')  Ne  pas  confondre  tableau  unité  et  tableau  i     n"  349). 
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Comme  nous  l'avons  déjà  dit  no\is  supprimons  l'épilhète  <■  pre- 
mière manière  »  el  ne  spccilions  la  manière  que  s'il  s'agit  de  la 
seconde. 

Tuul  tableau  csl  rijiiivalenl  à  lui-ménw. 

Si  A'  est  équivalent  ù  A,  inversement  A  est  équivalent  à  A'.  Car 
de 

A'  =  AU. 

on  déduit 

A  =  A'U-'. 

Conséquence.  —  Ou  peut  om|)lo\er  l'expression  :  tableaux  équi- 
valents. 

Tni:oiii.ME.  —  Deux  tableaux  équivalents  à  un    Iroisiènir  sunl 
équivalents  entre  eux. 
Car  lie 

A  =  AU 
et 

A'  =  AV 

on  déduit 

A'  =  A'V-'U. 

Or  V"  'U  est  un  tableau  unité. 

Propriété  fondamentale.  —  l  no  propriété  fondamentale  des 
tableaux  équivalents,  est  que  chacun  est  un  multiple  de  l'autre.  Il 
en  résulte  t^n"  368 1  que  deux  tableaux  équivalents  ont  les  mêmes 
diviseurs  et  les  mcnu's  multiples. 

374  Tableaux  réduits  première  manière).  —  Etant  donné 
an  tableau  A' ,  il  existe  un  lublenu  équivalent  (j)remière  manière) 
ayant  lajorme 

0,  ,1  o       o      ...  o 

Z.,.\  ^i.j  o      ...  o 

^i-,i     ^r,±    ^»-,.l    ."•    *^r,r 
•"-•il,!      '-11,2     '^ll.l    •••    '-'".r 

et  qu'on  appellera  réduit  [imparfait  en  ijénéral)  de  première  e.tpèce. 
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Parmi  ces  derniers,  il  en  existe  un  dans  lequel 

O   'SI:   02,1    <!  <>2,'2 

O  <   Oj,,    <  03,3  o   <   ''i,i   <   5:),3 


o  <  o,.,i  <  ?,.,,.     o  <  o,.,2  <?,,,...  o  «:  o,.,,._i  <;  ?,,r 

<;/  (7  n'en  existe  qu'un.  On  l'appellera  réduit  parfait  ou  simple- 
ment réduit  de  première  espi^ce.  Ce  ihéorèmc  est  identique  à  celui 
<lu  n"  286. 

Dans  un  tableau  réduit  do  proiuière  espèce  la  largeur  est  égale 
au  rang. 

Deux  tableaux  réduits  (parl'ails)  de  première  espèce,  équiva- 
lents entre  eux,  sont  identiques  (n"  28V). 

375.  —  De  même 

'l"ni':oRÈME.  —  Etant  donné  an  tableau  ï,  //  existe  un  tableau 
éijuiralent  (seconde  manihv)  ayant  la  forme 


1.1  0|  ,.,  ...  0|.,.  ...  C,.j, 
o  '^,.j  ...  Ôi.r  ...  0.2,p 
O         O     ...   O3,,.    ...    Oj,j, 


o        o     ...  0,. 


<,'/  qu'on  appellera  réduit  imparfait  de  seconde  espèce.    Pnrnyi  ces 
derniers  il  en  existe  un  dans  lequel 

^1,1  >  o,        o.,o  >  o  ...  0,,,,.  >  o 

o  <   0,,o  <   0.2,2 


o  «^  81,,.  <;  S,.,,,     o  <5  o>,,.  <;  0,.,,. ...  o  <<  o,_,,,.  <;  S,,,. 

et  il  n'en  existe  qu'un   on  l'appellera    réduit    parjait    on  simple- 
ment réduit  de  seconde  espèce. 

En  elTet  prenons  le  conjugué  de  .\  et  réduisons-le  (première  ma- 
nière) nous  obtenons 

AU  =  y 
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d'où 

Or  \'  ôlanl  ii'diiit  pieiiiii'rp  nianii'ic,  \  est  réduit  seconde  ma- 
nière. 

Dans  un  tableau  rùduil  de  seconde  espèce,  la  hauteur  est  égale 
au  lang. 

Di'u\  tableaux  réduits  (parfaits  de  deuxième  espèce,  équi- 
valents entre  eux,  sont  identiques. 

376  Plus  grand  commun  diviseur  première  manière)  de 
tableaux  entiers.  —  Nous  appellerons  [)lus  grand  lonimun  di- 
viseur de  tableaux  entiers  A,  B,  C,  ...  (de  même  liauteur  ('))  un 
tableau  D  (de  même  liauteur)  tjiii  soll  diviseur  coininim  île 
A,  B,  C,  ...,  et  tel  (jne  tout  ilivisriir  commun  de  A,  H,  C,  ...  sait 
diviseur  de  1). 

Soit  1)  un  tableau  ré|"indnnt  à  la  question  : 

1"  Tout  tableau  équivalent  l)  répond  à  la  question,  car  deux 
tableaux  équivalents  ont  les  mêmes  diviseurs  et  les  mêmes  mul- 
tiples ; 

■2"  Héciprocpiemcnt  il  n'y  a  pas  d'autres  tableaux  que  ceux  éipii- 
valents  à  D  qui  répondent  à  la  question.  Car  soit  L)  un  tableau 
répondant  à  la  cpicslion.  Il  laudra  cpic  D  soit  diviseur  de  D'  et  que 
D    soit  diviseur  de  D.  Donc  D  et  D'  seront  équivàlenls. 

.\insi  en  ne  considérant  pas  comme  distincts  doux  tableaux 
équivalents  il  n'y  a  qu'un  [dus  grand  commun  diviseur. 

Pour  obtenir  le  plus  (jrand  commun  diviseur  de  plusieurs  ta- 
bleaux il  n'y  a  quà  les  juxtaposer  horizontalement. 

Soient  les  trois  tableaux  de  même  liauteur 

<■)        (::■:■)•  d:>  (^)- 

Le  tableau 

,,v  (a     b    c    d     e    f\ 

^^'  [a-    b'    c'    ./■    e    f) 

est  un  diviseur  commun  aux  tableaux  (0  (n"  370i. 

(')  Sans  celle  condilion  la  rjmsllon  ii'aiirail  pas  de  sens. 
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D'autre  part  soit 
un  diviseur  coiiiiiiuii  quelconque  aiiv  tableaux  (i),  et  soit 


on  a 


/oc.     (i     Y      0     E      ^  \ 
/'/      ''      ■■■\     y  l     I     'rj>       '     ■■'  '■  \         l'a     b     c     d     c     f     i/\ 

d'    /,'    .J^r     ■'    ^     '-    ^    ^      =U'    h'    c    ,i    e'  f    ,/) 


y'    /,'...'         \         '       '  "      •    /         Va'    h'    c     ,i    e'  f    <j 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Donc  tout  di\iseur  commun  aux  tableaux  (  i)  est  un  diviseur  du 
tableau  (2).  Ce  dernier  est  donc  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché. 

Remarque.  — Si  l'on  astreint  les  tableaux  à  être  réduits  (n"  374 
deux  tableaux  réduits  ne  peuvent  être  équivalents  sans  être  iden- 
tiques. Alors  des  tableaux  déterminés  ont  un  ])lus  grand  commun 
diviseur  déterminé. 

Exemple.  —  Les  deux  tableaux 

/    7     o     o\ 

et         I     8     I)     o  I 

\ i"   II    12  / 

ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  : 

100700 
2  3  o  S  <)  o 
â     3     G   10   I I    1 2 

Gaben.  —  Tliéorie  îles  nombres,  l.  I. 


.'>38  iiiKonin;   i>rs  ?(ombi\ks 

(jiii  l'.'diiit  il('\ ioiil  : 


I      o     o 

■>.     3     o 

V  o        I        2 


B('iiiiinjii('  I.  —  Do  ce  lait  riiip  si  iiii  laMciiii  r>t  innllinlc  il'iiii 
iUltro.  lo  module  (lu  [iromior  esl  un  niulliplf  de  colni  tin  socoml 
(II"  376),  on  (léiluit  que  : 

/.('  ntndnic  lin  /i/(/.?  (jrnnd  comiiiutt  diriscur  de  jdusieiirs  lahlraa.i^ 
divise  le  plus  i/rand  ronimun  dirisciir  des  modules  de  ces  lahjeanx. 

Reinairjur  II.  —  Si  on  ronsidère  les  lahloaux  inninie  n'iuéson- 
tant  des  systèmes  de  formes  linéaires,  on  peiil  diie  : 

On  appelle  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  s\ siennes 
(le /»  l'oinies  linéaires,  unsvsième  lie  /)  j'oi-ines  linéaiii's  tel  (lue  : 
I"  il  fepréseiile  tous  les  syslhues  de  p  entiers  i  eiirrseulés  par  l'un 
nu  l'autre  de  ees  systèmes  ;  y"  tel  ijue  tout  autre  système  de  p  formes 
linéaires  jouissant  de  cette  jiropriété  contienne  celui  là. 

377.  Plus  petit  commun  multiple  (première  manière)  de 
tableaux  entiers.  —  Nous  appellerons  |)lus  petit  uHilti|)le  commun 
de  lalileaux  entiers  A,  15,  C,  ...  \(ie  même  hauteur)  un  lalileau  M 
(de  même  hautein)  ijui  soit  multiple  commun  de  \,  15,  C,  ...,  et 
tel  que  tout  multiple  commun   de  A,  B,  C,  ...  soit  multiple  de  M. 

On  voit  comme  [)lus  haut,  qu"en  ne  considérant  pas  comme  dis- 
tincts deux  talileau.v  équivalents,  il  n'y  a  qu'un  plus  petit  commun 
multiple. 

Pour  le  trouver,  nous  nous  servirons  imniétliatement  do  l'inter- 
prétation des  tableaux  comme  systèmes  de  Cormes  liiiéaiics  et  nous 
définirons  le  ]>liis  |ielll  innuunn  iiinlliple  de  plusicms  systèmes  de 
/;  formes  linéaires,  un  système  de  /)  formes  linéaires  te!  que  : 
i'>  il  représente  tous  les  sysièmes  de  p  entiers  représentés  à  la  fois 
par  tous  ces  sysièmes  ;  2°  tout  autre  système  de  p  formes  linéaires 
jouissant  de  cette  propriété  sidt  contenu  dans  celui-là. 

378.  —  Soit  ;i  cliercher  îe  pins  petit  i:oniniun  iiiulli|ile  des  ta- 
bleaux (i). 
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Cherchons  les  systèmes  d'enlicrs  représen tables  à  la  fois  par  les 
trois  systèmes.  Soit  ni,  ni'  un  tel  systèrne;  on  aiiia 

m  =  ax  -i-  br   -+-  c:  =  dt     !    eu  =  /i" 
m'  =  a'x  -h  b  Y  ^-  c':  =  dt  -+-  e'u  =fv. 

Résolvons  le  système  diopliantien 

ax   -h  by   -h  cz  =^  dl   -j-  eu  =  fr 
ax'  -+-  b'y  +  c  z  :^z  d  l  -i-  eu  ^J'v. 

Nous  obtenons  la  solution  f^énérale 

X  =  .'■,).  -H  x^jji 

V  =  yx'-  -+-  v.!^ 
z  =  r,>.    +  :-,-x 

l  =  /,/,     -i-   l.,[X 


d'où 

m  =  (axi    -+-  hv,   -+-  cz,)  ).   -+-  {ax>  -h  by*  -i-  cz^)  a 
m'  =  [a'xi  -\-  fc'i'i  -+-  c'z,)  ).  -i-  {a'x^  -+-  6Vo  -i-  c'z.,)  ii-. 

D'où  l'on  déduit  immédiatement  que  le  système  cherché  est 

/ax,   ^-  6vi    -+-  czi        aXi   -+-  by.,   +  cz.,  \ 
\a'a-,  +  t'y,  +  c  r,       a'^:.  H-  t'^s  -i-  c'-./ 

Remarque.  —  Des  tableaux  réduits  donnés  ont   pour  plus  petit 
commun  multiple  un  tableau  réduit  déterminé. 

Exemple.  ■ —  Clierclions  le  plus   [lelil  conunuii  uiulliple  des  tableaux 

/.OCX 

I     2  3  o     I       et 

\   4  5  6    / 


Posons 


»i  ^  .r  =    "j  l 


m'  ^  2X  -h  oy  =    8 /  H-  <j  " 

m'  =  ^  X  -h  b  y  -T-  6  :  ^  10 1  -^  1 1  »  -f-  1 2  i". 
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La  solution  gcncralc  est 


X  ^  7X 


2  =  —  an 


d'où 

_  7 


m   ^  7^ 


m'  =  —  10).  -f-  27  fi  -H  27  V 
m"  :=  —  I  2  À  +  :}3  a  +    i")  V. 


Le  i)lus  nrlit  comiinm  imilliplo  clierclié  est  donc  le  tableau 


/ 

0 

0 

10 

27 

^7 

12 

33 

/,5, 

qui  réduit  devient 


Ia'  madale  (lu  /lias  pclil  commun  miilliiilc  de  driix  lablcaux  csl 
nn  malllplr  rommnn  aux  moilulcs  dr  cex  tableaux.  Ce  lliéorème  se 
(léiiionlre  coiuine  le  lliéorème  analogue  sur  le  plus  grand  comiiiun 
tli  viseur. 

Dans  le  cas  de  deux  tableaux,  on  a  le  théorème  suivant  :  Le  pm- 
diiil  des  modules  de  deux  tableaux  est  ètjal  nu  produit  du  module  dt 
leur  plus  ijrand  commun  diviseur  par  celui  de  leur  plus  petit  com- 
mun multiple  (généralisation  du  théorème  du  n"  111). 

Soient  par  exemple  les  deux  tableaux 

,    a   h  \      /  r  d 

(nous  les  supposons  du  second  ordre  pour  abréger   les   écritures, 
mais  le  raisonnement  se  généralise  facilement). 
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3'.i 


On  pose 


Soit 


flj-  +  by  =  cz  -\-  dl 
a':r  -(-  b'y  ^  c'z  -i-  d'(. 

X,,  r,,  :,,  ?, 

.T^.  Y,.  :,,  l; 


lin  système  l'ondamental  do  soliilions.  Ix  plus  jielit  comiiuin  miil 
lijile  des  tableaux  (3)  est 


/ax,   H-  by,       ax,   -t-  by-,  \ 
n'x,  ->r-  b'y,       n'.To  -■-  by^f 


Son  module  esl  [au  signe  près) 


X 


^1  Ji 


Mais 


X,  Y> 


lu  le   d 


est  égal  (n'  194)  au  quotient  de 

'  a  h  c  d  ' 


d 

d' 


par  le 


mo- 


u 


/  a  h  c  d    \ 
fal)ieau  I  1  lequel  n'est   autre  que  le   pins  grand 

\  ah  c'd   I 

commun  di\iseur  des  tableaux  (o).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Pour  les  tableaux  de  liauleur  égale  à  deux  ou  trois,  les  notions 
précédentes  ont  une  interprétation  géométrique  simple.  L  n  tableau 
correspondant  à  un  réseau  (n°  296),  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  réseaux  1\,  R',  est  le  moindre  réseau  contenant  à  la  fois  tous 
les  points  de  R  et  1\  ,  et  le  plus  petit  coinmuii  multiple  est  le  réseau 
formé  par  les  points  communs  à  R  et  à  R  . 

Plus  (jraïul  commun  diviseur  et  pliLS  petit  commun  multiple  {se- 
eorifle  mam'tre)  'le  tableaux.  — Si  A  est  multiple  (seconde  manière) 
de  B,  k  est  multiple  ))remière  manière  de  15.  Par  suite,  le  plus 
grand  commun  diviseur  (seconde  manière)  de  plusieurs  tableaux 
est  le  conjugué  du  plus  grand  commun  diviseur  (  première  manière) 
de  ces  tableaux.  Ln  théorème  analogue  s'ap[)lique  au  plus  petit 
commun  multiple,  et  la  théorie  s'achève  facilement. 


379. 

n"'  98  et  suivants? 


Peut-on  trouver  des  théorèmes  analogues  à  ceux  des 
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TiiÉonî:Mf:.  —  Si  \,  H,  C.  ...  ont  jionr  plus  (jnind  comiiniii  di- 
viseur  {prrniicrr  luaiuÎTci  I),  /(■  filu-s  (jrawl  aininmn  dii'i.wiir  île 
LA,  Ll{.  \.Ç,  ...  e.s/LD. 

En  cIVcl  L  cHvisanl  I.\,  LH,  L(l,  ...  divise  leur  [ilus  grand 
romnnui  diviseur.  Donc  co  plus  fiiaiid  coniinnii  diviseur  est  de  la 
forme  Ll)  . 

Maintenant  de  ce  que  1,1)'  divise  LA,  Ll),  L(;,  ...  il  résulte  ijue 
D'  divise  A,  H,  C,  ...,  donc  D'  divise  D. 

Mais  d'aulre  part  de  ce  que  1)  divise  A.  15,  C,  ....  il  résulte  que 
Ll)  di\i>p  l,\.  Ll),  L(j,  ...,donc  LD  divise  Ll)  .  donc  1)  divise 
D  .  Puiscpie  I)  divise  D  et  que  1)  divise  D,  c'est  cjuc  D  et  L)  so!!t 
équivalents.  Donc  aussi  LD  et  LD'.  Un  peut  donc  dire  que  le  plus 
grand  commini  diviseur  de  LA,  LB,  L(J.  ...  est  LD. 

(  )ii  en  déduit  que  si  on  divise  des  lalileauv  pai-  un  diviseur 
connnun  leur  plus  grand  conmiun  diviseur  est  divisé  par  ce  divi- 
seur commun. 

Et  si  on  divise  deux  tahlraux  par  leur  [)ius  grand  comniuu  di- 
viseur les  tableaux  obtenus  n'ont  plus  [)oiu-  commun  diviseur  (pie 
lies  tableaux  unités,  lis  seront  dits /j/yhiÙt.s-  entre  eux.  De  même 
pour  plusieurs  tableaux. 

11  n'v  a  [las  de  tbcorème  analogue  à  celui  du  n  '  107. 
TuKouKME.  —  Si  A,  B,  C,  ...  ont  pour  plus  petit  commun  inul- 
tipIeW,  le  plus  petit  commun  multiple  de  LA,  LB,  LC,  ...  est  LM. 
En  cil'et  le  [)lus  petit  cuHiHiun    inulliple  de   L\,Llî,  LC,  ...  est 
un  innlti[)le  de  L,  il  est  donc  (1(^  la  liimie  LM'. 

Maintenant  de  ce  que  M  est  un  multiple  de  A,  B,  C,  ...  il  ré- 
sulte que  LM  est  un  multiple  de  LA,  LB,  \À',,  ...  :  donc  c'est  un 
multiple  de  LM   ;  donc  M  est  un  multiple  de  M  . 

D'autre  part  de  ce  que  LAI'  est  un  multiple  de  LA,  LB,  LC,  ..., 
Il  résulte  (pic  M'  est  un  multiple  de  A,  B,  C,  ...,donc  M  est  un 
multi|)lc  de  i\l 

Pnisipie  M  est  un  midliple  de  M'  et  M  un  mulli]i!c  de  M,  c'est 
(jue  M  et  M'  sont  équivalents,  etc. 

On  en  déduit  un  corollaire  analogue  à  celui  du  n°  113. 
Bien  entendu,  tous  les  théorèmes  précédents  subsisteraient  pour 
la  divisil)ililé  seconde   manière  ;  seulement  au  lieu  de  considérer 
des    produits    LA,  LB,  LC,  ...    il    faut   considérer   des    produits 
.\L,  BL,  CL,  ... 
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380.  Système  complet  de  tableaux  de  largeur  >,  par 
rapport  à  un  module  M.  —  \iiiis  tliioiis  que  A  el  A  sont 
coiigiiis  (moil.  M  ,  lors([ue  V  —  A  esl  ili\isible  par  M.  Eu  jwrli- 
ciilier  nous  dirons  (|iie  A  est  congru  à  zéro  (niod.  M)  lorsque  A  esl 
divisible  par  \I . 

(On  diiil  distinguer  les  congniences  première  cl  les  congrnences 
seconde  manière  ;  dans  ce  qui  suit  il  s'agit  toujours  de  la  pre- 
mière. La  seconde  se  traiterait  d'une  l'açon  analogue.) 

Les  lai)lcan\  \,  \  .  ...  et  le  module  M  sont  supposés  avoir  la 
uiènic  haulenr  ji,  de  plus  on  suppose  que  M  esl  de  rang  p. 
Donnons-nous  la  largeur  dos  tableaux  A,  A',  ...    'i. 

On  appellera  sysicmc  complel  par  rapport  au  module  M.  el  à  la 
largeur  v,  un  système  de  tableaux  de  largeiu-  v,  tels  que  thiix 
^r entre  eu.r  soieni  inconrjnis  [mnd.  M),  et  <jue  tout  tableau  de  lar- 
i/eur  V  soit  congru  {mod.  M)  à  l'un  d'eux. 

Nous  nous  proposons  de  former  un  lel  système  complet  el  de 
compter  combien  il  y  entre  de  tableaux. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  important  où  v  =  i .  Ce  cas 
peut,  ira[)rès  la  reiuarque  du  n°  275,  se  présenter  de  la  fac.on 
suivante  : 

On  dit  qu'un  ensemble  de  j)  entiers  est  divisible  par  M,  ou  con- 
gru à  zéro  (mod.  ^I),  lorsqu'il  est  reiircsenlahlc  p<ir  le  système  de 
formes  linéaires  attaché  à  M.  On  dit  que  deux  ensembles  de  p  en- 
tiers sont  congrus  (mod.  M),  lorsrjue  f ensemble  formé  par  leurs 
di(férences  est  conijru  à  zéro  (mod.  M).  Chercbous  le  nombre 
des  ensembles  de  p  entiers,  incongrus   deux  à   deux    (mod.  M). 

Comme  une  mulli[)licalion  à  droite  du  module  M  par  une  subs- 
titution unité  ne  change  rien,  on  peut  supposer  que  M  a  la  forme 
réduite  : 

o 


M 


°r.2 


"f-^ 


(')  D'ailleurs  parmi  les  tableaux  de  largeur  v  sont   compris  ceux  de  largeur 
<  •/,  car  certaines  oolonnes  peuvent  être  nulles. 
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l'iiiir  (|ue  (lonv  ensembles  de  pcnlieis  a,,  a.,,  ...  Ui,  ;  h^.  h.^, ...  L,.; 
soient  congrus  imod.  M)  il  l'aiit  ri  il  sniril  que  les  équations  dio- 
phan  tiennes 

à|,,.r,  zr=  b,  —  (i, 

''2,iX\  +  ^i,-i^i  =  bi  —  a.. 


2r+l,l«,-i-l    -t-  Or+lr-'iCa  -t-    •••    +  Sri  l,,a"r=  t,.  ^  t    «i  +  l 


Oy,i«i  -H  2,,,3.r,  +  ...  -h  S    ,.T,  =  b 


V 


soient  possii)les.  Donc,  étant  donné  un  ensemljle  de  /*  entiers 
a,,  (i-i,  ...  a,,,  tout  ensemble  congru  (mod.  M)  sera  représenté  [)ar 
les  formules 

b,     —  at  -^  0|,i.c, 

b,     =  a.>  +  ôo.,.T,  -t-  02,2X0 


b,       =  Ur   -^  ^.^jX,    +  0^,2X2   -H   ...    +  S,.,i-Xr 

br+l=  «lr+1   +  Ô,.^l,lXi  -+-  8,._;  i,2X-.    t"   ...   -J-  0,,i  ,.,.r,. 

^.     =  «,,  +  '5,,,iX,  +  o„,2X2  -+-  ...  +  ^,,„.x, 

X,,  Xo,  ...  Xr  étant  des  entiers  arbitraires. 

Ceci  posé  nous  pouvons  choisir  ./■,  de  façon  que 

0  <  ^,  <  o,_,, 
puis  X.,  de  façon  que 

o  <  62  <  02,2, 


puis  X,.  de  façon  que 

o  <  6,  <  8,,,. 

En  appelant  l'ii'iemhle-rc.ilc  par  rapport  au  module  M,  un  en- 
semble d'entiers  />,,  63,  ...  /),,  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  voit 
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que  loiit  eiixemblc  <lr  /<  l'ulieis  est  coii'jrti  (iiiod.  M)  à  un  cnsemblc- 
reslc. 

-Mais  d'antre  pari  deux  ensetnbles-reslos  difTéreots  sont  iiicciri- 
grus  (mod.  M).  lùi  elTet,  soient  6,,  b..,  ...  b,.\  b\,  U.,  ...  h].:  deux 
enseml)les-restes.  Pour  qu'ils  soient  congrus  J^mod.  M),  il  faut 
d'abord  que  l'équation 

S,..-'-,  =  b,  —  b\ 

soit  possible,  c'est-à-dire  que  b,  —  b\  soit  divisible  par  c?,.,.  Or 
comme  o  <  6,  <  c?i,,  et  o  ■<  /;,  ■<(:?,,,,  ceci  entraîne  b,  ;=  t, 
et  .c,  =  o. 

Alors  X:  étant  nui,  il  faut  que  l'éqiialion 

Z,,.X,  =  b     —  '' . 

soit  possible,  c'est-à-dire  que  /';  —  b,_  soit  divisible  par  ''J -.,'.,  d'où 
l'on  déduit  que  X:  =  o.  et  ainsi  de  suite. 

Puisque  .c,  =  X;  =  ...  =  se,  =  o,  les  deux  ensemble.* 
6  .  b.,  ...  h,,  et  b\,  b-,  ...  b,.  sont  identiques. 

Donc,  pour  former  un  système  complet  mod.  M)  d'ensembles 
de />  entiers,  il  suffit  de  former  un  système  complet  d'ensembles- 
restes,  et  pour  cela  il  suffit  de  donner  au  premier  entier  les  va- 
leurs o,  1, ...  'y  , .,  —  i).au  second  les  valeurs  o,i,  ...  (<?;,:  —  i) ... 
au  i-^'"^  les  valeurs  o,i,  ...  (o*  ,  —  i):  les  p  —  /■  autres  sont 
alors  déterminés. 

tenant  au  nombre  de  ces  ensembles,  il  est  évidemment  égal  à 
0*1.1  c^î.;  ...  0^,,.,  c'est-à-dire  au  plus  grand  commun  diviseur  des 
déterminants  de  M.  En  particulier,  si  M  est  composé  de  formes 
indépendantes,  ce  nombre  est  égal  à  son  module. 

Rcmariiiie.  —  Il  est  bien  évident  que  pour  former  un  système 
complet  au  lieu  de  donner  au  premier  entier  les  valeurs  o,i,  ... 
Oi,.  —  I,  on  pouirait  aussi  bien  lui  donner  o*  valeurs  quel- 
conques formant  un  svstème  complet  (mod.  c?  ,  );  de  même  au 
second  entier,  r}.^  valeurs  quelconques  formant  un  sysl»'me  com- 
plet   mod.  0*;,;),  etc. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  v  est  quelconque.  On  peut  sup- 
poser que  M  ait  la  forme  réduite.    Alors  pour  que  deux  tableaux 
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(n)  cl  (//)  soienl  coiif<iiis  (iiiod.  M  |  il  laiit  elil  sullit  que  lessvslèmes 
d'équations  dioplianlienncs 

^t,lXi,i  ='ji,.  — fil,. 

Sî.i^Ji.i -*- Sj.jajj,,  =6..,,  —  Oi,, 

^      '       "       \ ^'       '       '       '       *  '         (l  =    1.2,   ...   v) 

Orja-,,,-   -1-  0,.,2.T2,,  •+-  ...  -+-  0,-,rïr,i  =  O,-,.  —   «,,, 

Sp.ia.-,,,  H-  S,,,2.ro,(  -H  ...  H-  ôp,,..T,.,,-  =  6,,,,-  —  a,,,,- 

soienl  possibles.  On  en  roiiclut  comme  plus  liant  qu'en  ap]iolanl 
tableau  reste,  un  lablcau  dans  lesquels  on  a 

O  <=,    fci,i  <  0,,, 
O   <   ^2,,  <  02,2 

o  ■<  b,.,i  <i  0,,^,. 

1°  Ton/  Idbleau  est  (■i)ii(/ru  n  un  lahlean  reste  cl  à  un  seul; 
:>."    Que  le  nombre  des   Inlilcnux  furnianl    un  xystènie   complet 
(mod.  M)  est  étjal  à  la  puissance  v«'"«  '/((  module  du  Inideau  M  ('). 

381.  Puoni.K'M];.  —  Elnnl  donnés  deux  lablenux  \,  M,  de  mcnie 
hdulcur  p  (■/  lie  rani/  p,  combien,  parmi  les  multiples  de  A  de  lur- 
ijeur  V,  y  eu  n-l-il  i/ui  soienl  inconç/rus  deux  à  deux  (mod.  M)  ?  C) 

Nousdésignerons  dans  ce  qui  va  suivie  par  2)  (A,  M)  et  .H. (A,  M) 
respectivement,  le  |)lns  grand  commun  dixiseur  et  le  |)lus  pelil 
commun  multiple  de  A  et  M. 

Pour  que  deux  multiples  de  A,  A\  et  W,  soienl  congrus 
(mod.  M),  il  iaut  el  il  .-•uflil  fpic 

A  (X  -.  \')  =  o  (mod.  M) 

c'est-à-dire  que  A(\  —  \  )  soit  un  umlliple  commun  de  A  et  de 
iM,  donc  un  umlliple  de  JI't>(A,  -M).  Soit 

A    \  —  \')  r^.lb(A.  M)  A     . 
.\  ctani  Ini-mèuie  un  lableau  entier. 

('  l.e  c;is  <lo  V  =  i  isl  liailc  par  l-"ni»:iiEMCS,  J.  r.  n.  M..  I.  8fi  (iS^çii 
p.  i7i. 

Cj  Kn<*:uEXii;s.  —  J.  a.  r .  1/.,  81)     iS^i,    p.   177  \viiiv  •/  ^  1. 
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D'où 

X'  —  X=  A-'JbiA.  M)  .  A. 

Le  nombre  clierché  est  donc  le  noinhie  îles  t;il)lcaiix  de  I:iri;eiir  v 
formant  un  svslôme  complcl  (mod.  A~MI'  \,  M)),  c'csl-à-diic  à 
la  puissance  '/"'«  du  module  du  tableau  A"MI>(\,  M  i. 

Mais  d'a[)i('S  un  tbéorèine  démontré  au   n    378,   le  module  de 

,,    ^,  .     ,  .  Mod.  A  .  Mod.  M 

.ll(\.M)estegala^^j  .^^^^   ,^,^  • 

,     ,  ,  r       Mod.  M      "Iv 
Le  nombre  ciieiche  est  donc  égal  a  |  w    .    j)Tj~Trj     • 

Mod.  M 

'°"'-^='-^'^^4lod.  :P(A.  Mr 

Ce  qui,  si  l'on  appelle  /»  la  bauteur  commune  de  .\  cl  M,  peut 
encore  s'énoncer  : 

Le  nombre  des  syslèmes  de  p  entiers  reprcsenlaldes  par  le  sys- 
leme  déformes  linéaires  (A)  el  tels  que  hi  différence  de  deux  de  ces 
systèmes  ne  soit  pas  reiirésenlalde  par  le  système  de  formes  tiné- 

au-es  (M)  est  égal  a  ^i^j-ffXTM)  " 

Comme  cas  particulier  nous  retrouvons  la  solution  de  la  ques- 
tion posée  à  la  fin  du  n"  340.  (!oml>ien  de  systhnes  de  valeurs  in- 
conijrues  (mod.  m),  peut  représenter  un  système  (A)  de  formes 
linéaires  ?  Il  sulllt  de  supposer  f|ne  M  soit  le  tableau  diagonal  m. 
Son  module  est  alors  m''.  Quant  à  celui  du  tableau  'J^{\,  M)  c'ost- 
à-dire  du  tableau 

a,.,   ...  a,.„  m   ...   o 

on  a  Ml  (n°  335)  qu'il  est  égal  à 

D;»!,  e,)   l)(m.e.,)  ...   D  m,  e,,]. 
On  retrouve  donc  bien  le  résultat  du  n'  340. 

Résolution  de  la  congx-uence  .\X  ^  B  mod.  M).  —  A  et  M 
sont  supposés  de  même  bauteur  ji  et  tous  les  deu\  de  rang  p.  Pour 
15  supposons-le  de  bauteur  y>  et  de  largeur  v. 
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La  qiicslioii  pont  évideinmciit  aussi  s'cnoiicer  :  licsululion  de 
l'crjualioii 

A\  -t-  MV  =  n. 

Tout  d'abord,  si  ;i)(A,  M)  ne  divise  pas  1!  r('i|iialioii  esl  l'videm 
ment  impossible.   Si  'I'{\,  M)  divise  13,   on  peut  diviser  les  deux 
membres  de  l'équation  parîi)  A,  M),  ce  qui  re\ientà  dire  que  dans 
l'éqnalion  proposée  on  peut  su[)poser  A   et  M  preniiers  entre  eux. 
Alors  le  module  de  P(  A,  M)  est  égal  à  i . 

On  peut  donc  trouver  des  mulliples  de  A,  incongius  deux  à  deux 
(mod.  M),  en  nombre  égal  à  (iiiod.  .M)'.  Or  c'csl  aussi  le  nombre 
des  éléments  d'un  sxsième  complet  (mod.  M).  Il  \  a  donc  un  de 
ces  multiples  et  un  seul  qui  est  congru  à  B  (mod.  M). 

On  a  ainsi  \me  valeur  de  \,  n|ipolons-la  X,,.  On  en  déduit  une 
valeur  correspondante  pour  ^ 

Y„==M    '  (H       A\„) 

(il  se  peut  que  l'expression  ilu  second  membre,  premier  quo - 
tient  de  15  —  AXq  par  M,  soit  susceptible  de  ])lusieurs  valeurs.  On 
|)rcndra  l'une  quclconcpie  d'entre  elles). 

il  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  autres  solutions. 
L'équation  (dans  laquelle  nous  n'avons  plus  besoin  de  supposer 
.\  et  M  pren)iers  entre  eux)  jieut  s'écrire 

A\  -+-  M  Y  ^  AX,        MY„ 

ou 

.    •  A(X-X;  =  M(Y„-.Y). 

La  valeur  coumiune  aux  deux  membres  de  celle  égalité  est  un 
multiple  connnun  à  A  et  à  M  ;  c'est  donc  uu  multiple  de  .Hi  (A, M). 
On  a  donc 

A  (X  —  X,)  -  M  (Y„  -  Y)  =  .11.  (A, M)  A 

A  étant  un  tableau  ciilier.  d'où 

X  =  X„  +  .\-Ml.  (A,M)  A 
Y=:  Y„  —  M-Mb(A.M)  A. 

'l'elle  esl  la  sululion  générale. 
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Résolution  «/c  \\  -+-  \Al  -  15.  —  Cette  question  se  résout  ab- 
solument comme  la  préccdenle  en  remplaçant  la  division,  la  divi- 
sibilité, etc.  (première  manière)  [)ar  la  division,  la  divisibilité  etc. 
(seconde  manière). 

382.  Divisibilité  et  équivalence  (troisième  manière'.  — 
Enfin  voici  une  troisième  espèce  de  divisibilité  et  d'équivalence. 
On  dira  que  .\  est  divisible  (Iroisième  manière)  par  B  lorsqu'il 
existe  deux  tahleaiu:  entiers  Q,  Q'  tels  que 

A  =  Q'BQ. 

On  peut  encore  dire  que  A  est  contenue  arithmétiqnemenl  (iroi- 
sième manière)  dans  B. 

Remarque  1.  —  Si  A  est  divisible  par  B,  première  ou  seconde 
manière,  il  l'est  troisième  manière. 

II.  —  Si  A  est  multiple  (troisième  manière)  de  B,  et  B  multiple 
(troisième  manière)  de  C,  alors  A  est  multiple  (Iroisième  manière) 
de  G.  On  voit  tout  de  suite  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  .\  soit  divisible  (Iroisième  manière)  par  B  est  que 
la  forme  bilinéaire  attachée  à  A  soit  contenue  dans  celle  altacbée 
à  B.  C'est  donc  in°  307)  que  chaque  diviseur  élémentaire  de  .\ 
soit  divisible  par  celui  de  même  ranq  de  h  (en  n'oubliant  pas  que 
tout  entier  est  diviseur  de  zéro). 

Enfin  un  tableau  .\  est  dit  équivalent  (troisième  manière  >  à  un 
tableau  B  lorsqu'il  existe  deux  tableaux  unités  U  et  \  tels  que 

B  =  I.  AV      • 

(dans  les  énoncés  suivants  nous  supprimerons  l'épilhète  «  troisième 
manière  »).  On  voit  tout  de  suite  que 

Tout  tableau  est  équivalent  à  lui-même. 

S(  A  est  équivalent  à  B,  inversement  B  est  équivalent  à  A. 

Deux  tableaiu:  équivalents  à  un  troisième  sont  équivalents  entre 
eux. 

Deux  tableaux  équivalents  ont  les  mêmes  multiples  et  les  mêmes 
diviseurs. 
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383.  Tableaux  réduits.  Théohkme  I.  — Etnnl  donné  un  tableau 
il  existe  une  in  fini  lé  île  lahleau.v  éfjuivalentslayant  la  forme 

^li,  o  o  ...  o 
o  hiO  ...  o 

^O    o   o   ...     h\ 

/«•,  A'i  ...  k^  étant  des  entiers  positijs.  Lu  lel  lableaii  <<■;•«  dit  réduit 
{imparfait,  en  i/énéral). 

II.  —  Parmi  ces  labieaiix  il  y  en  a  un  et  un  .*eul  avant  la  forme 

'?,  o  o  ...  o^ 
o  «2  o  ...  o 

,^0  o  tv 

Cl  e2  ...  e,  étant  des  entiers  positifs  dont  cliacim  divise  le  suivanl. 
Ce  sont  les  (//fist'KrA- (7em(';i/(HVes  du  tableau.  Ln  tel  tableau  sera 
dit  tablciui  réduit  fiarfail. 

En  elïel  considérons  la  forme  bilinéaire  correspondant  nu  tableau 
A  et  réduisons-la  (u  ■  302  el  303).  Toute  substitution  S  sur  les  x 
re\ient  à  une  multiplication  à  droite  par  le  tableau  S,  et  toute 
substitution  2£  sur  les  y  revient  à  une  multiplication  à  j^auclie  [)ar 
le  tableau  conjugué  de  2:.  Le  ibéorème  est  donc  démontré. 

Le  résultat  précédent  peut  s'énoncer  en  disant  que  tout  tableau 
entier  peut  se  mettre  sous  la  forme  UAV,  U  et  V  étant  des  tableaux 
unités.  \ étant  réduit:  réduit  parfait  si  l'on  veut. 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  décomposition,  car  un   tableau 

réduit 

A-,  o  ...  o 

o  k»  ...  o 

o   o   ...  A„ 
se  décompose  lui-même  en  le  produit  des  n  tableaux 

'A-,  o  ...  o\  /i  o    ...  o\  /i  o    ...  o^ 

o    i    ...  o    \        1    o  A.  ...  o    \  "  /    o   I     ...  o 

X   ...    X 


o    o  ...    1/  \o  o    ...    \  /  \oo...  A„y 
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c'est-à-dire  on  talilcaiix  l'édiiits  où  Ions  les  éléments  de  la  diagonale 
principale  sont  égan\  à  i   sanfnn  seul. 

On  peut  encore  aller  plus  loin.  Pour  cela  éciivons  réij:alilé 
entre  snhslitutions  : 

j;  1  /.■■'■,  =  .r„  Il  X,  X  x„  I  /,./■„  X  ./•„  ||  Xi 

cl  dans  celle  é^'alilé  rernpla<;ons  les  snlisliliitions  par  les  lableanx 
de  leurs  coeflicients. 

I,e  premier  mendjrc  donne  un  lahlean  de  la  forme  de  ceux  em- 
ployés plus  haut.  Dans  le  deuxième  muud)re,  il  y  a  deux  transpo- 
sitions qui  donnent  des  tableaux  unités  ;  cl  la  substitution  j;„  |  /,-./;„, 
(jni  donne  aussi  un  tableau  de  la  forme  de  ceux  employés  plus 
liant,  mais  dans  leipiel  c'est  le  tleriuer  '•Iriiimt  de  la  (lnKjonnlc  prin- 
cipale qui  csl  ilifjcrrnl  <l<'  i.  A]>]ii'lons  un  lel  tableau  réduit  siuiple, 
el  nous  arri\ons  au  résultat  suivant  : 

'/'((((/  tableau  ruticr  est  (lérunipoxdiile  m  un  prnihiit  de  taldeaax 
réduits  simples  et  de  laldeau.r  unités. 

La  tiécomposilion  peut  encore  être  poussée  plus  loin,  connue 
nous  le  verrons  [lUis  tard  (n"  402). 

384.  —  l'onr  le  moment  nous  allons  appliquer  le  résultat  trouvé 
à  une  seconde  démonstration  de  la  seconde  partie  du  théorème 
énoncé  au  n"  307  el  di'montrée  alors  seulement  |)onr  le  cas  de 
n  =^  2. 

L'énoncé  à  démontrer  est  le  suivant  ;  l'aur  qu  un  taldeau  A  di- 
vise un  lahlean  B  //  faut  que  eluu/ue  diviseur  élémentaire  de  \  divise 
le  fllviseur  élémentaire  de  même  indice  de  13  ('). 

t  )n  a  [)ar  hypothèse 

O'AQ  =  B 

Q  et  Q'  étant  des  tableaux  entiers.  Or  ()  et  Q'  peuvent  se  décompo- 
ser en  [Udiluils  de  tableaux  réduils  simples  et  de  tableaux  unités. 
Donc  B  se  déduit  de  .\  en  le  mnllipliant  un  certain  nombre  de 
fois    à  droite  et  à  gauche,  par  de  tels  tableaux.  Comme  la  multi- 


:')  La  ilûmonsl.ratioii  suivante  csl  colli;  doiim'e  |iar  K.  Ilrnscl  :  Uljcr  die  lilc- 
nienlai'llioiler.  comjionirle  Svstùinc  J.  r.  n.  .1/,  i  i 'i  'itiijâ),  p.  109,  un  peu 
modiliée. 
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plicalion  d'un  tableau  par  un  tableau  unité  ne  change  pas  ses 
diviseurs  élcnienlaires,  tout  levieiit  à  démontrer  le  tliéorèmo  dans 
le  cas  ])arliculier  où  B  provient  do  A  par  la  multiplication  soil  à 
droite,   soit  à   gauclic   d  im   Inhli-au  réduit  simple. 

Comme  la  dénionslratioii  dans  le  cas  de  la  niiilliplicatiou  à 
gauclic  est  absolument  analogue  à  colle  tlans  le  cas  de  la  midtipli- 
cation  à  droite,  bornons-nous  à  cette  dernière. 

Soit  donc 

(2)  AK  ==  B. 

en  [)osant 


K  = 


On  a  à  démonter  (pie  cbacpie  diviseur  éli'menlairc  de  A  divise 
celui  de  même  indice  de  B. 

Mais  on  peut  encore  simplilier  la  questidii.  I']n  multipliant  ;\ 
gauche  les  deux  membres  de  l'égalité  (•.>)  par  une  substitulinn 
nnité  II,  on  lui  donne  la  l'orme 

IIA)K=nR 

ii\  avant  les  mêmes  diviseurs  élémentaires  (jue  \,  et  IIB  les 
mêmes  (pic  B.  Or  on  peut  choisir  cette  subslitution  imité  do  façon 
(jiie  dans  11  \  les  cléments  de  la  dernière  colonne  soient  tous  nuls, 
sauf  le  dernier,  lui  renipla(;ant.  pour  ne  j)as  multiplier  les  nota- 
tions,  MA  par  A  et  IIB  p.ir  B,  on  voit  ipie  \  est  de  la  (orme 


A  = 


et  Ton  a 

(3)  AK  =  n. 
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On  peut  oncoie  sim[)lilicr.  Considérons  le  tableau  A  privé  de  sa 
Jernièrc  ligne  et  de  sa  dcrnii're  colonne,  soit  A  .  11  existe  tieiix  ta- 
bleaux unités  d'ordre  /(  —  i,  appelons-les  L,  \l,  lels(pic  l,\M  ;iil 
la  forme  réduite  iiarlaite 


'c,  o   o 

ce o 


En  appelant  L  cl  M  les  lableauv  unités  d'ordre  n  obtenus  en 
Ijordant  respectivement  L  et  M,  par  une  n''  ligne  et  une  n'  colonne 
composées  d'éléments  tous  nuls,  sauf  leur  élément  commun  égal 
à  I,  le  tableau  L'AM'  a  la  forme 


('.) 


L  AM 


L'égalité  (3)  donne 

L  AKM  =  LHM . 
Or  k  cl  M'  sont  permutables.  On  peut  donc  écrire 

L  AM  K  =^  L  BM'. 

Donc  d'après  (4) 

^  <?,     o  ...  o         o 
o     «o  ...  o  o 

(5)  LBM  =/ 

o      e,,__,      o 

«-1,1 «,i.n-l   A-rt„.„ 

Et  finalement  nous  a\ons  à  montrer  que  les  dixiseurs  élémen- 
taires du  tableau    ô)  sont  des  multiples  de  ceux  du   tableau  (4). 

Cabe:».  —  Théorie  îles  Doml)res,  t.  I,  ^3 


Pour  cela  calculons-les.  Dans  ('\),  les  (li'lerminant*  d'orilio  h  sont 
de  deux  espôccs  :  i"  ceux  qui  ne  contiennenl  pas  «„  „  en  facteur, 
leur  plus  j^rand  commun  (ll\iscur  est  e,  c.  ...  «/,,  :>."  ceux  qui  lon- 
tiennent  a„.„  en  l'acleiu-,  içiu  plus  tjraïul  commun  diviseur  est 
<()i,,i  ''i  <^  ■••  ''/i-i-  Donc  le  plus  ijraud  couiniiin  diviseur  des  clé- 
ments d'ordre  /)  du  tableau  ('\)  est 

D/,  =  Cl  e.,  ...  e,,-i  D  (<i„,„,  e,,). 

De  même 

D/i_i  =^  «1  e,  ...  e,,_.,  D  (a„,,„  «,,_,). 

Donc  le  /(''""'  diviseur  ('Icmentaiic  du  lahleau  (  'i)  est 

.p,  g/,-il^(a«,»,  g/.) 

^>  n(n„„..  «/.->}   ■ 

IJe  mémo  pour  le  lahleaii  (5)  c'est 
.  e/,-iD(A-<i„.„.  <'/,! 

Ml  le  lliéorcme  à  di'monlrer  est  (pje  l'eulicr  (7)  est  di\isil)l'j  par 
l'iMilier  (6),  c'est-à-dire  (jue 

D f /'-g,,,,,,  g;,)  D(a„.„ .  g/,-]) 

est  un  nonihrc  entier  un.  en  posant,  puisque  <.■,  <>sl  un  multiple 
de  (',._,, 

C;,  =:  d,,e,,_, 

on  est  ramené  à  démonlrei- que  l'expression 


(8) 


I) (/.a,,,,,,  0,-1)  D(a«,a.  4e/i-i) 


est  un  entier  ('). 

Or  D(/m„_„,  '//A-i)  PS'  di\isil)le  par 

D  (/.((„,„.  «/,_,)       et  par       D  («„,„,  <//,«/,_,). 
(')   C'est,  avec  d'autres  imlalions.  l'overclco  I  ■lu  (liapiltc  vu. 
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Donc  il  est  divisible  par  leur  plus  petil  cominnn  miilliple.  Or  le 
plus  grand  coiniîîiin  tliviscur  des  deux  entiers 

1^(/'<'h,m.  «*-i)      et       Dia„^„,  (/„«/,_,) 
est 

l)  ka„,„,  0.-1.  Cn.n-  di.^ii    i)        c"cst-à-dirc        t)(''„,„,  ei,_,). 
Donc  leur  plus  petit  coniuiun  multiple  est 

D(A.q„.„.  ei,^,\  .  D(>„.„.  d,,e,,_,) 

^'  D  IO,..n,  «A-l) 

Donc  D(/,v(„.„,  r//,(';,_i)  est  dixisible  piU-  l'entier  (y).  Donc 
rc\[)ression  (8)  est  entière. 

385-  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  commun 
multiple  troisième  manierai  de  deux  tableaux.  —  Soient 
den\  tableaux  que  je  pou\  snp[)oser  réduits  parfaits,  (puisque  den\ 
tableaux  équi\alenls  ont  les  nièuies  diviseurs  et  les  mêmes  mul- 
tiples). Pour  simplifier  l'écriture,  je  représenterai  par  [ei,  Cj,  ...  »',  | 
le   tableau   réduit  qui  a  d,  e-i.  ...  e,.  comme  diviseurs  élémentaires. 

Soient 

(lo)  1^1,  e-i,  ...  e/,        e,'  e/,  ...  e,'] 

les  deux  tableaux  donnés. 

Je  peux  supposer  qu'ils  ont  le  même  nombre  de  diviseurs  élé- 
mentaires en  complétant  s'il  le  l'aut  par  des  diviseurs  élémentaires 
nuls. 

D'après  ce  «pii  a  été  dit  au  n°  384,  un  diviseur  commun  de  ces 
tableaux  est  lorsqu'il  est  réduit  do  la  forme 

£,  étant  un  di\iseur  commun  à  e,  et  e-, 

£.,  »  »  6:   et  !■; 


n  )j  e,.  et  e 


1,  cr+2,  ...  étant  quelconques. 

De  plus  I,  divise  s-i,  £i  divise  h,  etc. 
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Ceci  posé,  il  esl  bien  évidiMit  i[ue  île  tous  ces  tableaux  celui  dans 
lequel  les  diviseurs  ('■lémciilaiios  nul  la  [ilus  j.Manile  \alcur  possible 
est  celui  dans  lequel 

£,  csl  le  plus  giaud  coiniiiuu  diviseur  de  <:,  cl  Ci 
Eo  p)  ,1  e-  et  e\ 


Ep  I)  I)  e,  cl  <;, 

£,  +  ,,  £,+■>,     •-  étant  nuls. 

Car  d'ailleurs  D^t'i,  e\)  divise  D(c.,c\.),  D{e.,é.)  divise 
D(6'3,  e,),  etc. 

C'est  ce  tableau  et  tous  ses  éqnivalents  que  nous  appellerons  le 
plus  i/nind  rdiniiiiin  'llriscur  (Iroisièrne  manière)  des  tableaux 
donnés.  Ainsi 

(il)  [2,  G,  (i.  I  2.  ()o  ,       !  1 .  o,  i5,  10.  3o,  i5o] 

ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 

[1,  'S,  3.  3.  3o.  lôo 

[se  ra|ii>eler  que  D  'o,»))  ^=  a]. 

Il  résulte  tle  ce  qui  précède  que  les  diriscurs  romnnins  l'i  iilusieurs 
lahleaux  sont  1rs  ilii'isciirs  'le  leur  plus  i/ntuil  canimuu  iliriseur. 

De  même  un  multiple  commun  aux  deux  tableaux  (10)  est 
lorsqu'il  est  réduit,  de  la  forme 

U|.  JJ..,,   ...  n^] 

tj.^  étant  nn  multiple  commun  à  e,  et  (•',,  y.;  à  t'..  elt':,  ...  a,  à 
('.etc.  De  tous  ces  tableaux,  celui  dans  lequel  les  diviseurs  élé- 
mentaires ont  la  plus  petite  valeur  possible  est  celui  dans  lequel 

5x1  esl  le  plus  petit  couiiiuui  multiple  de  «i  et  de  tfi 
(ta  »  ))  »  ei      »     e's 

fl,.  »  »  »  «r        »       e'r. 

C'est  ce  tableau  et  tous  ses  équivalents  que  nous  appellerons  le 
plus  petit  commun  multiple  (troisième  manière)  des  tableaux  pro- 
posés. 


I  Aur.i'MX   i:Mir.its 


Ainsi  los  deux  lal)loaiix  (ii)  onl  [)Oui'  [)ius  pelil  coiiiinuii  inul- 
liple 

['-!,  6,  So,  Go,  60 

|sc  rappeler  que  M  {o,  a)  =  o|. 

Fa  l'on  voit  immédiatement  que  h:s   ninlli[>lci;  communs  à  deux 
hiblctuu:  sont  les  mull'iiles  de  leur  jilus  pelil  comnnin  niulliitle. 


EXERCICES 

I.  —  Sdil  'l'  un  lalili'iin  d'ordre  n.  soil  V  un  lidjlcaii  d'ordre  r 
extrait  de  T.  On  sait  (|u'oii  appelle  déterminants  d'ordre  1.  2.  ...  r  de 
.\,  les  déterminants  d'ordre  [,  :>.,  ...  r  formés  avec  des  lignes  on  des 
colonnes  de  .\.  (>on\enons  de  pins  (|n'on  appellera  déterminants 
d'ordre  r  -+-  i,  r  -r-  -a,  —  n  de.  A,  les  déterminants  de  1'  d'ordre 
/■  -)-  1 .  r -t- a,  ...  /',  qui  contiennent  toutes  les  lignes  cl  colonnes  de 
A  (autrement  dit  qui  admettent  A  comme  mineur). 

Ceci  posé  soit  l\  le  plus  grand  diviseur  cçmmnn  aux  déterminants 
il'ordre /t  de  T,  .\4  le  plus  grand  diviseur  commun  an\  déterminants 
d'ordre  h  de  A. 

Démontrer  que  si  A,.  ^^  T,.  alors  .\;,  =  T;,  quel  que  soit  It  ('). 

II.  —  Soit  1\1  un  tableau  de  rang  r  et  de  hauteur  p,  soit  e,.  son  K"">e 
diviseur  élémentaire.  Si  deux  ensembles  de  p  entiers  sont  congrus 
(mod.  e,.),  ils  sont  congrus  (1",  a"  et  3'  manière)  (mod.  M)  (-). 

Plus  généralement,  si  deux  tableaux  T,  1'  de  rang  p  <-^  r  et  de  hau- 
teur p  sont  congrus    mod.  e  ).  ils  sont  congrus  l  mod.  M). 


(')  (i.  l'iiniiiEMCS.  • —  SiL-iiinishcr.  .\lin<l.  [Iril.,   K^ij'i,  |'-  it. 
(-)  l''niit:iii;MLs.  —  ./,  /■.  ».  II.  M.,  t.  SO,  p.    17."!. 


ciiAPirm:  \\ 


QUELQUES    APPLICATIONS    DES    THEORIES 
PRÉCÉDENTES 


386.  —  Nous  avons  déjà  rencontré  (n"  209)  la  question  :  l'or- 
luer  les  déterminants  d'ordre  n  à  éléments  entiers  égaux  à  ±  i. 

Le  problème  suivant,  s'est  présenté  à  llermite  ')  :  Délerminrr 
un  lahicau  de  type  n.  ii  il  à  clcments  enlicrs  dont  les  délermi- 
nants  avec  leurs  snjiies  soient  des  entiers  donnés. 

Ces  deux  questions  sont  des  cas  particuliers  de  la  suivante  : 

Trouver  les  Inbleauu:  de  type  (p,  n),  <(  éléments  entiers,  dont  les  dé- 
ternilnnnls  avec  leurs  sitpws  soient  des  entiers  donnés  (-)  que  nous 
allons  résoudre. 

(Jas  de  n  ^=  ji.  —  Trouver  les  déterminants  d'ordre  n  àélèments 
entiers  éqaux  à  un  entier  donné  A    On  peut  supposer  A  >  o. 

i"'  Solution.  —  On  opère  comme  au  n"  212.  On  peut  se  borner 
à  clierclier  les  déterminants  dans  lesquels  les  éléments  de  In  [)re- 
niiùre  ligne  du  déterminant  doivent  être  premiers  dans  leur  en- 
semble. l']n  elTet,  leur  plus  grand  commun  diviseur  d  doit  en  tout 
cas  être  un  iliviscur  do  A  :  on  K  s  divisant  tous  j)ar  '/,   le  délermi- 

nant  devienl    ,  .  Il  n'\  aura  donc  qu'à  clioisir  un  diviseur  '/  do  \. 
à  clietcbcr  les  dotorniinants  égaux  à  ',  et  dans  lesquels  les  éléiriinls 


de  la  première   ligne  sont   premiers  dans    lem-   ensemble,   puis  ;i 


i')  J.  r.  a.  M.,  t.  .'|0  (iS.'io)  p.  264  r-^  Œuvres,  l.  i.  |).  io3.  Enoncé  par 
Jacohi.  Opuscula  inathémutira,  t.  2,  sans  démonstration. 

(')  llésolu  pour  la  première  fois  pour  le  Ivpc  3. .3  par  Gmss.  Disquis. 
Arilhm.,  n"  371). 
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inulliplier  les  ôirments  de  la  pieniière  ligne  des  déleriiiLiianls  trou- 
vés par  '/. 

i'ciiii'  siiiiplilicr  la  nolalion,  nous  remplacerons    .  par  A.  el  nous 

supposerons  //  ^  'i. 

On  choisira  donc  quatre  entiers  À,  u.,  v,  s,  premiers  daus  leur 
cnsemhlc,  puis  on  résoudra  réf|nalion 

i'£  -+-  ^l^h  -H  vfl,  H-  ctR  =  A. 

Soit  ï,  .11,  n  ,  S  une  solution,  le  [)roljlèaio  s'achèvera  couinie 
au  n"  212. 

a"  Solution.  —  Si  on  considère  un  déterminant  axant  la  valeur 
proposée,  puis  le  tahleau  l'ormé  par  ses  éléments,  il  existe  un  ta- 
bleau équivalent  à  droite,  qui  est  réduit  de  première  espèce  et  qui 
a  un  déterminant  égal  au  précédent.  Il  faut  donc  former  tous  les 
tableaux  réduits  de  première  espèce  avant  le  déterminant  donné. 

{^c  problème  est  identique  à  celui  du  n°  295.  .\près  (pion  l'a 
re.solu.il  laul  multiplier  cliacmi  des  tableaux  obtenus,  àilroite,  par 
tous  les  tableaux  unités. 

On  a  ainsi  tous  les  déterminants  ileniandc'S. 

On  n'a  d'ailleurs  chacun  (jii'une  l'ois.  \\\\  ell'et  si  l'on  considère 
<leux  des  déterminants  obtenus,  ou  bien  ils  proviennent  de  deux 
tableaux  réduits  dillérents,  et  sont  dilïérents  (parce  qu'un  tableau 
n'a  qu'un  tableau  réduit)  ;  ou  bien  ils  proviennent  d'un  même  ta- 
bleau réduit  (pi'on  a  nuiltiplié  p^r  deux  tableaux  unités  différents, 
et  alors  ils  diiVèrent  pane  qu'il  \  a  qu'un  tableau  unité  d'ordre  n 
qui  transforme  un  tableau  carre  d'ordre  n  en  sa  forme  réduite 
(n"  288). 

387.  '.''(.V  de  II  =T  p  ■—  i .  —  C'est  le  problème  d'Ilermite  énoncé 
au  u"  386. 

Soit  à  déterminer  le  tableau 


|)ar  la  condition  que  ses  déterminants  avec    leurs   signes  soient 
\,  15,  C,  D. 
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On  a  d'abord 

Aa  -t-  B6  4-  Ce  -+-  D(/  =  G 
Aa'  -^  Bfc'  +  Ce'  -1-  Drf'  =  G 
Aa  ■  +  Bfc"  -^  Ce"  +  Dd  =  o 

Donc  a,  h,  c,  il  ;  a',  h  ,  r  ,  <I  ;  d' .  l>\  c',  d   sont  trois  svslèmes 
de  solutions  entières  de 

A.'-  -f-  H.v  -+-  C:  -4-  D/  =  o. 

Résolvons  donc  cette  équation,  soit 

.V  =  .T|À  -r-  :r.y)j.  -}-  XjV 
V  =  .V,À  -+-    V2,U  -+-  JsV 

z  =^  :,).  +  Cju  -f-  Zi-i 
t  =    ^i'/.  -r-     r,."  -I-    ':i"' 

la  solution  générale. 
Soit  : 

X,  [1,  vlcsyslèmcdevalcursde /.,;-i,vcjuicoirespondàlasolutioiin,^(.  c,  d 


1"  .."    " 


a\t',c",rf" 


Reste  à  déterminer  ),.  v,  y.,  /',  7.',  v',  ).',  '-».",  v',  par  la  condition 
que  les  déterminants  du  tableau 

ar,>.  -i-r.,;-i  -^x-i"    yi'i.  -l-v.a  -f-V:,v     r,>.  +ria  +r;,v  .   /,).  -\-U\x  -(-/jv  \ 
a;i).'-l-X2;ji'4-X3-''  ji/'-i-ViiJi'+.iv/'    Zi>'-^Zi<j!-k-zi'     l^V -i^Uu! -^-1^,'  \ 

xO'-^X.y-'^xy    v,).-+r.!x''4-j3y'    ,-,X"+.-,a"H-v/'    /,X''.-)-<,-jL"+t3v'/ 

soient  égaux  à  A,  R.  (',  L).  Or  ces  déterminants  sont  ceux  du  ta- 
bleau 

(>) 

multipliés  ]>ar 

D'autre  part  les  déterminants  du  tableau  ^i)s  ont  égaux  (n"  190  à 

A  _    ^B C  D 

'D(A,B,C,D)'     'D(A,B,C,D)'     'D(A,B,C;D-     'D(A.B,C.D) 


1^1   }',    c,    /, 

T^ 

.v,  y.,  t..  t. 

!JL 

V 

X' 

Ut 

V 

)," 

i^" 

./ 

£  étant  -4-  ou  —  i. 


oLEr.ni  i:s  ai'I'i.ica  iioxs   i)i:s    riiicoiuES  1'iu;i;i:i)F.mi:.s 


■M\  I 


ne  reste  donc  [ilii,--  (ju\'i  déterminer  /.,  a.   ...  v    [)ai'  lu  condi- 


tion : 


À'  jji'    ■/ 

)."    tx"  •/" 


ti)^v,i5,(;,i)) 


ce  f|u'on  sait  Ihiic. 

(•il  vient  de  voir  ((iic  la  forme  gcnéraic  des  talileniiN  satisfai- 
sant à  lelte  condition  est  IlL.  R  étant  un  tableau  réduit  de  détcr- 
niiiianl  égal  à  D(A,  15,  C,  1))  et  I  un  lahleaii  unité.  La  forme  gé- 
nérale des  tableaux  cherchés  est  donc  l'IlU. 


388.  f^ns  lie  n  ^  [)  -h  \  .  —  I )rlrriiiinfr  A'.v  lnlilcaiix  l'iilicrs  du 
lypc  p.  II.  (n  >- />  -+-  i),  dont  les  dcUTniinanls  avec  leurs  siijncs 
soient  des  entiers  donnés  ('  . 

On  sait  (|iie  les  valeur.s  données  ne  |ieuveiit  être  (|iielconf|iies  ; 
elles  doivent  satisfaire  aux  relations  ilu  iV  176.  '  )ii  ne  [leut 
donc  se  donner  que  les  valeurs  des  déterminants  de  [uemière  el  de 
seconde  catégorie,  et  ces  valeurs  doivent  être  telles  que  les  valeurs 
données  au  chapitre  \t  pour  les  autres  déterminants,  en  l'onction 
de  ceux-là,  soient  entières. 

Ainsi  nous  avons  à  déterminer  les  éléments  de  l'nçon  que  les  dé- 
lerniinants  de  jiremièrc  et  seconde  catégorie  aient  des  valeurs 
données.  On  a  (n"  176) 


{■^)c„j-- 


iV'^-^[a,-,iDi,j-!-a,..jD2,j-l-...+i,,),D,,.j;  /  /=  i . a , . . ./ 


D 


/  1=1.3,.../-  \ 

\j=p-r-i,p+-^...nl 


(3) 


Considérons  le  sxstème  d"éqiiations 

Di .,,  M-'ï'i-+-l>j.,,.-.--ru-!-...4-D,,,,,.u,.r,H-n.'-,,+i 


:=0 


Les  égalités  (a)  montrent  que  ciiacun  des  p  svsièmes    d'entiers 

o,,i.  «,,i.  •■•  «,.„.  [i  ~  1,  2,  ...  /*,) 
satisfait  à  ce  système  d'é(|uatlon. 


(')  J.  H.  Smith.  . —  Pliitosoph.  Tnms..  l.  i.'n.  |i.  2().i  =  l'apcrs   i.    |i.  .Tfiy. 
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On  commencera  donc  |)ar  lo  lésovulie.  Soit 

a;i  =  a-i,,X,  -f^  .T..,,)..  -f-  ...  +  .T„,,).„ 

X-,  =  3-1, o)-!  -'--  X-i^X,  -+-  ...  -I-  .T„,..À„ 


■'■,.  =  -Tl,,,)-!  -I-  .T2,„/.i    -h   ...  -t-  X„.„À„ 

la  solution  gi'ni'rale. 

Il  reste  à  déterminer  p  sYstèmes  de  valeurs  des  ).,  de  façon  que 
le  tableau  l'ornié  par  le.>i  /)//  \aleurs  des  x  ainsi  trouvées,  ail  îles  dé- 
teiiuinants  de  première  et  de  seconde  catégorie  égaux  aux  valeurs 
dnniu'es. 

Or  ces  déterminants  sont  égaux  aux  déterminants  correspon- 
dants du  tableau  des  .z;,^  niullipliés  par  le  déterminant  des  /..  I..cs 
déterminants  ilesx,,,  sont  éyanx  (n"  194)  à  ceux  du  tableau  des 
coellicients  du  système  (3  j  tlivisés  par  le  plus  grand  commun  di 
viseur  de  tons  ces  déterminants.  Clierclions  donc  ces  derniers.  Le 
déterminant  formé  par  les  /)  —  //  dernièies  colonnes  est  égal  à 

In— )i4.|)(il— ;i4  2) 
(—1)  2  D»-y_ 

Celui  i:>l)lenu  en  remplaçant  la  (/)  -r  /()'-"'"  colonne  par  la  /,"""'  esl 

\/i-  ^    t,   2,    ...  //  . 

t  )n  \oit  lout  de  suite  (juc  les  déterminants  de  la  première  cl  dr 
la  seconde  catégorie  sont  tous  divisibles  jjar  D"^''~'.  Mais,  de 
plus,  il  en  est  de  même  de  ceux  de  la  troisième  catégorie,  parce 
ipic  par  b\pollièse  ces  délerminants  sont  donnés  par  la  for- 
mule du  clia]>itre  xi.  I>ans  lette  formule  chaque  D/,,/,  du 
seciMul  meird)rc  contenant  en  facteur  D"^''  ',  ce  second  membre 
coulieul  en  fadeur  D"  -;'--'■•  i.  ()i-  /,■  ^  i.    Donc 

(;i  —  /)  —  •>)  /,•  ^-  I  j>  n  —  p  —  I . 

On  en  Cdiiclut  (pie  le  plus  grand  comnnm  diviseur  en  tpiestion 
est  de  la  forme  «D"  ''^';  par  consécpient  les  déterminants  de 
première  et  de  seconde  catégorie  du  tableau  du  système  fondamen- 
tal sont  égaux  aux  \aleurs  données,  di\isées  par  vi  (i-^±  \).    Il 
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suffira  donc  de  l'aire  le  déteniiiiianl  des  /  égal  à  ='/  problème  ré- 
solu). On  en  conclut  comme  précédemmcnl  la  l'oniie  j^énéraie  des 
tal)leau\  demandés. 


389.  Problème.  —  T murer  les  luhlenux  de  lablettax  'le  type 
(/>,  ")  (p  -^  n),  ayant  un  plus  tjrand  (Urisenr  donné. 

Lorsque  p  =  n.  CQ  prohlème  esl  identique  à  celui  du  n°  386. 

Lorsque  p  ^  n  il  se  résont  d'une  façon  analogue.  La  seconde 
solution  donnée  s'applique.  Si  l'on  considère  \\n  tableau  répondant 
à  la  question,  il  existe  en  effet  un  tableau  équivalent  à  droite  qui  est 
réduit  de  première  espèce,  el  qui  a  un  déterminant  égal  au  plus 
grand  diviseur  donné. 

Ces  tableaux  réduits  sont  d'ordre  p,  on  peut  les  former  tous, 
après  quoi  il  faut  les  multipicr  à  droite  par  tous  les  tableaux  unités 
d'ordre  n. 


390.  Problème.  —  Trouver  les  tableaux  de  type  {p,  n)  {p  -^^  n) 
à  éléments  entiers  dont  les  k  premières  li(/nes  soient  données,  et  dont 
les  déterminants  arec  leurs  sii/nes  soient  ér/aux  à  des  entiers 
donnés  ('). 

En  développant  les  déterminants  qui  doivent  avoir  des  valeurs 
données  par  la  règle  de  Laplace  (n°  172),  on  a  des  équations  liné- 
aires par  rapport  aux  déterminants  formés  par  les  p  —  h  lignes  in- 
connues du  tableau.  On  pourra  donc  calculer  ces  déterminants. 
(Suivant  les  cas.  le  pmblème  sera  impossible,  déterminé  ou  indé- 
terminé). On  est  ensuite  ramené  au  problème  du  n"  388. 

391.  (Jas  particulier  p  =^  n.  —  Ti'ourer  les  déterminants  à  élé- 
ments entiers,  (jui  soient  é(jaux  à  un  entier  donné  et  dont  les  élé- 
ments des  premières  U<jnes  soient  des  entiers  donnés  {-). 

Voici  une  autre  solution  pour  ce  cas. 


(')  Frcebemus.  —  J.  r.  a.  M.,  t.  80(1879)  p.   173. 

(-;  IIermite.  —  J.  r.    a.  M.,  l.  io  1  i85o),  p.    2O4  =   Œuvres,  t.  1,  p.  io3; 

Jacobi.  —  Opuscula  malliématica,  t.  2  ; 

Hebmite.  —   J.  m.  ;<.  «.,  l.  l'i  (18491  P-  21  =-  Œuvres,  t.   i,  p.  260; 

J.  11.  SiuTH.  —  PliU.  trans.  lôi,  p.  298  ^=  Papers  i,  p.  367. 
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Soil  [);ir  exemple  /)  r=  n  r-z  '|,  /,•  =  ■>,  suil 


(4) 


a  h  c  d 

a'  U  ,■■  d 

a  i  Y  0 

a  p  Y  0 


L)  élant  doniu' ainsi  c|ue  a.  h,  r.  d,  a',  h  ,  r' ,  il .  Multiplions  le  ta- 
bleau des  éléments  de  1)  par  un  taiileau  unité,  réduisant  le  tahleau 
fornu'  par  les  deu\  premières  lignes.  On  dhlienl  un  nou\ean 
tableau  formant  un  déterminant 


(5) 


on 


rti    o     o     o 

oi    6,   o    o 

«1    ,&i   Y'   ^1 


D 


a  1  b\ 


y',  o, 


=  D 


a,b\  est  égal  au  plus  grand  diNiseur  'j,  du  tableau 

/a  II  c  d  \ 


a'bc'd) 


(Jn  a  donc 


•;<  Cl 

l.e   luoblème   n'esl   possible  (pie  si  I)  est  ili\i>ible  parc?,  ce  qui 
était  é\idenl  à  priori.  (]etle  conilition  est  d'ailleurs  suilisanle  car  si 

-' ,  c 
elle    est    remplie,    on   peut     former   tous    les   délerminanis      '.    ^ 

,    I)         .  ■      /'  "'  °  \ 

égaux  à   .  ,  puis  tous  les  tableaux   léduils  1  1  dont   le   di'ter- 

V  a\  b\  ,' 

minanl   soit  '■J*!  :   ensuile  y.,,  'îi,  ai ,  "î, ,   sont  arbitraires,  et  l'on  a 

ainsi  tous  les  déterminants  (,")).  Les  nmltipliaut  à  droite  par  l'inverse 

d'une  sid)slilnti(jii  cbangeant  (.'l'I  en  (."il  ou   a  toutes   les   solutions 

demandées. 
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392.  Problème.  —  Trouver  les  Idbleniix  de  type  (p,  n)  p  ■  n) 
ilunl  les  le  premières  liijiies  soieiil  données,  et  ayaiil  un  jiliui  i/rand 
diviseur  donné.  —  Si  l'on  considère  un  lal)lcaii  T  répondant  à  la 
qneslion,  il  existe  un  lablean  équivalent  a  droite  'W,  qui  est  rédtiil 
de  |)iemière  es[)èce  et  qui  a  un  délciniinant  égal  au  yilus  grand 
diviseur  donné.  De  [)lns  dans  ce  talilean  les  /.■  pieniières  lignes  snnl 
connues.  Il  faudra  lornier  tons  les  tableaux  réduits  ayant  ce  ihHer- 
niinaiil  et  ces  /,•  premières  lignes  ce  qui  est  lacile.  Après  quoi  il  faut 
les  multiplier  à  droite  par  un  tableau  unité  cboisi  de  laroii  (]iie  les  /■ 
premières  lignes  du  proiluit  soient  les  /,■  iiremières  lignes  données. 
Dans  un  tel  tableau  unité,  les  /,•  pieniières  lignes  sont  connues. 
Donc  trouver  tous  ces  tableaux  est  un  cas  particulier  du  problème 
du  u"  391. 

393.  Démonstration  d'uia  théorème  énoncé  précédemment. 

—  Il  s'agit  du  tliéorème  énoncé  au  n"  339  .'i  savoir  que  :  éhiiil 
donnée  une  sul'slllnlion  {on  un  lahleau  eorré)  dont  le  délerminunl 
esl  confjra  à  i  (mod.  //)),  //  exisie  une  suhslilnlion  [ou  un  labledu 
carré)  conr/rue  à  la  précédente  el  dont  le  ilélerniintinl  esl  i . 

(  hi  peut  généraliser  et  dire  :  étonl  iloniié  un  laldenu  cnrré  ilont 
le  délerininani  est  conr/ru  à  D  (mod.  m  .  D  étant  premier  à  ni,  il 
existe  un  tableau  comjru  (mod.  nij  au  précédent,  et  dont  le  détermi- 
nant est  D. 

Pour  le  démontrer,  nous  démontrerons  d'aboril  le  tliéorème 
suivant. 

Ïhéorkmk.  Etant  donné  un  t/dilean  de  type  (p,  n).  (p  ■<  n), 
dont  le  module  est  premier  nree  ni,  on  peut  trourer  lui  Inlilcau 
conijru  (mod.  nv  au  précédent,  et  dont  le  module  est  i. 

Je  suppose/)  =  3.  n  =  5.  pour  siniplilier  l'écriture. 

Soit  A  le  tableau  donné.  11  existe  un  tableau  unité  T  de  txpe 
(n,  n  ,  tel  que  le  produit  .\  T  soit  de  la  l'orme 

a    o    o   G  o 


(fi  yj  Kj  KJ  Kf  , 
a  //  o  o  o  I 
„"  ;,'  .,"  „   „  ,' 


Ik'ciproquement  .\  =  IVV  ' .  Si  on  remplace  !>  par  un  tableau 
congru,  A  sera  remplacé  par  un  tableau  congru  :  il  suflit  donc  de 
démontrer  le  ibéorème  pour  B.    Or  le  module  de  B  est  ab'c'.  Si 


3G() 
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a,  b',  c' sont  tous  trois  éf:au\  à  i .  le  lliéoirmc  est  vrai,  et  H  est 
liii-mèmc  le  tabloan  clierclié.  Sinon  soit,  |ionr  fixer  les  idées,  /*'=±  i . 
D'ailleurs-  //  est  premier  avec  m,  car  par  iiv|iullit'se  ab'c  l'est. 
Hi'mplaijUMis  n  par  le  tableau  suivant,  qui  lui  est  congru  (niod.  ni   : 


(a  o  o  o  o  \ 
a  1/  o  m  o  \ 
n"    I,"    r"    r,    r,  ^ 


O     O 


Parmi  les  déterminanls  non  nuls  tle  ce  tableau  il  \  en  a  un  (jui 
est  égal  à  «te  et  un  qui  est  cgal  (en  \alenr  absolue)  à  anir'.  Le 
module  de  ce  tableau  esl  un  diviseur  ci>innnui  à  ces  deux  enlicis. 
donc  il  doit  être  un  diviseur  de  leur  [)lus  >i:rand  comuuiii  diviseur, 
par  consé(juent  de  ac'.  Donc  il  est  plus  petit  (eu  \aleur  absolue) 
(jne  le  module  du  tableau  B. 

De  cette  façon,  tant  que  le  module  du  tableau  obtenu  n'est  pas 
égala  I,  on  le  diminue.  On  obtiendra  donc  linaleiuent  un  tableau 
congru  (mod.  in]  à  B  et  dont  le  module  est  i. 


394.  —  Démontrons  maintenant  le  tbéorème  annoncé  au  com- 
mencement du  u"  précédent  : 

Soit  le  tableau,  dont  le  déterminant  est 


(6) 


abc 
a'      b'     (■' 


=  \i  ^  h». 


(Nous  le  supposons  du  3''  ordre,  pour  >luq)iirier  l'écriture,    mais 
la  démonstration  s'applique  à  un  ordio  (piclconque  . 
Cousitlérons 

Il  -r  xin     b  -+-  yiii     c  -+-  zm 
a'  b'  e 

a"  b" 

Ce  nouveau  déteriuinanl  esl  égala 

D  -r-  1(111  4-  m  (.te  -h  %  -+-  c?;) 

en  appelant  ,l>,  fB,  C,  les  mineurs  avec  leurs  signes  de  d,  b,  r.  dans 
le  déterminant  ((>).  Nous  voulons  déterminer  .c,  y,  :  jiar  la  condi- 


OLEU^l  lis    AI'I'I.ICAïlONS    UKS     lULOUlCs    l'HliclÎDEMES  36 


lion  que  la  valeur  de  rello  ex[)rossion  soit  égaU'  à  D  ;  ce  qui,  après 
simplilications  donne 

:hx  -+-  3iy  -H  Ce  =  —  A-, 

(Jelte  éc|iialion  (Iio[)lianlienne  sera  possible  si  .1-,  £B,  C^  sont  pre- 
miers dans  leur  eriseuiljle.  Oi\  en  tout  cas.  A.,  IB,  (^,  sont  premiers 
ilaiis  leur  eiisenihle  mod.  m  ,  car  sinon  la  valeur  du  détei  ruinant 
(())  ne  serait  ])as  première  à  ///.  On  peut  donc  SM[)poser  d'après  le 
llicorème  précédent,  qu'on  ail  au  piéalable  rem[)lacé  a'.  /»',  c', 
n",'h",  c"  par  des  entiers  (pii  leurs  soient  congrus  ,  mod.  //ij,  et  de 
façon  que  les  valeurs  de  .1),  iP.,  C",  soient  remplacées  par  d'autres 
premières  dans  leur  ensemble,  a\i  sens  ordinaire  du  mol. 


EXEUCICK 

Le  tiiéorèiiic  de  il    393  ccini|)rcii(l  coinrue  co-*  particulier  le  suivant  ; 

Eliinl  donnés  des  entiers  premiers  ilans  leur  ensetnhie  i  mod.  m)  d  e:rish- 
des  enliers  confjrus  (mod.  »i)  aux  préiédents  et  jireniiers  dans  leur 
ensemble,  an  sens  ordinaire  du  mol. 

On  peut  le  démontrer  directement  de  la  laçon  suivante  : 

Soient  (ij,  rtj,  ...  a„  les  enliers  donnés.  On  déterminera  des  entiers 
>.i,  Ào,  ...  '„  premiers  dans  leur  enseinljle,  et  satislaisant  à 

«lÀ,  -h  a.,A,  -I-  ...  -T  a,}.„  =  o, 

puis  des  entiers  v,,  v^,  ...  •/„,  satislaisant  à 

À,v,  -^  l^'i„  -h  ...  -+-  ).„•/„  =  I. 

Ceci  posé,  les  enliers 

n,  +  v,;»,  Oi  -+-  Vj/H,  ...  a„  -+-  •/„/» 

répondent  à  la  ([ueslion. 
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DÉCOMPOSITION  DES  ENTIERS 

EN  FACTEURS  PREMIERS 

PREMIERES  APPLICATIONS 


395.  Définition.  —  On  .iiipelli'  nniiilirc  prciiiirv  dl tsi du  oyy. 
lciis(|n'il  ii'\  a  pa.s  ilo  confii.-iluii  à  craiiulrn  ;''),  wiinhrc  prcitiirr:  un 
enlici'  posilif  (lill'érent  lie  i  et  qui  n"a  d'aulrc  diviseur  jiosilif  que 
lui-nirnic  ol  l'unilé.  Par  exeiuple  :  .'>.  i  .'i  sont  des  nombres  premiers. 

l\appel(iiis  (|ue  les  nombres  i   cl  —  i   s'ap[)ellent  des  luiitcs. 

TiiKniu'vME.  —  i"  l'iiul  entier  posilif  ijui  n'est  pus  premier,  cl 
ijtii  est  (lifferenl  île  \ ,  est  iléc(tiiipos<il)le  en  un  proilnit  de  Jnctenrs 
jiremiers;  u"  Celle  dccomposilion  n'esl  possible  ijue  d'une  seule  ma- 
nière. 

KnclTeti°cet  entier  a  lui  dixisenr  '/  [ii)>ilil.  dillerent  de  lui- 
même  et  dill'ércnt  de  i . 

Soil 

a  =  dd' 

d  sera  aussi  posilif,  dill'éient  tle  n.  el  tiiHc'reiit  île  i. 

Si  les  enliers  (/ et  '/  sont  premiers,  la  déeom[)osition  annoncée 
est  clïcctuéc;  sinon,  et  en  supposant  que  d  [)ar  exemple  ne  soit  pas 
premier,  on  le  décomposera  à  son  tour  en  deux  l'acleurs  positifs, 
dillV'rents  de  lui-même  el  ihlTéiciils  de  ruiiilé  el  ainsi  de  suite. 

{"iClle  décomposition  ne  [leul  se  prolonger  indéfiniment,  car 
lorsqu'on  di'rompose  un  entier  posilif  r(  en  deux  facteurs  ])0silifs 
dilVérenls  de  lid  même  et  dilïércnls  de  i,  chacun  de  ces  deux  fac- 

(')  Avec  l'eMprcssion  n  nombres  premiers  entre  eu-r  ». 
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leurs  est  plus  petit  que  a.  On  arrive  donc  ainsi  à   une  décomposi- 
tion en  facteurs  premiers. 

2"  Soit  un  entier  a  décomposé  de  deux  façons  en  facteurs  pre- 
miers. 


Dune  part 
D'aulre  part 


:  pfjr 


a  ^  p  q  r  ...  V . 


Alors 
(1)  pqr  ...  I  =^p'n'r'  ...  v' . 

Pour  démontrer  que  les  deux  décompositions  sont  identiques, 
nous  ferons  la  remarque  suivante,  d'ailleurs  évidente. 

Quand  deux  nombres  premiers  absolus  ne  sont  pas  idenlif/ues, 
ils  sont  premiers  entre  eux. 

Ceci  posé,  le  nombre  premier  /)  divisant  le  premier  membre  de 
l'égalité  (il,  divise  aussi  le  second  membre.  Si  dune  il  n'est  pas 
identique  à  p' ,  c'est  qu'il  divise  le  produit  r/r'  ...  v' .  S'il  n'est  pas 
identique  à  ij',  c'est  qu'il  divise  le  produit  /•'  ...  v' :  et  ainsi  de 
suite.  On  voit  donc  que  le  f:icteur  p  se  trouve  dans  le  second 
membre.  Supposons  par  exemple/^  ^ !'■  Divisons  les  deux  membres 
de  l'égalité    i    par/);  il  reste  l'égalité 

qr  ...  t  ^  q'r'  ...  v' 

sur  laquelle  on  raisonnera  de  la  même  manière,  et  ainsi  de  suite. 
Comme  exemple  : 

3Go  =  :>^  X  3-  X  ô. 

396.  Décomposition  des  entiers  négatifs.  —  Il  résulte  évi- 
demment de  ce  qui  précède  que  tout  entier  nèijatif  est  décompo- 
sâble  et  cela  tlune  seule  manière,  en  un  produit  de  facteurs 
premiers,  multiplié  par  —  i .  Ainsi  : 

36o  =  (—  1  )  2^  X  3-  X  5. 

On  peut  résumer  les  théorèmes  des  r."  395  et  396  en  un  seul, 
à  savoir  : 

Cahex.  —  Théorie  des  nouibres,  t.  I.  3^ 
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Théorîtme.  —  Tout  entier,  positif  ou  négatif  n,  est  décomimsable, 
et  cela  il'u)U'  seule  manière,  en  un  produit  de  lajorme 

"  =  (—')    /'    1     -  « 

p,  (],  ...  I  étant  des  facteurs  premiers, 
a.  ij,  ...  c.  étant  des  exposants  positifs, 
);  étant  éijal  à  o  ou  à  1. 

Cet  énoncé  s'applique  même  aux  nombres  premiers,  en  conve- 
nant de  regarder  un  tel  nombre  p  comme  un  produit  d'un  seul 
facteur  p. 

397.  Calcul  des  nombres  premiers.  —  La  propriété  précé- 
dente montre  l'importance  des  nombres  premiers,  et  nous  sommes 
amenés  à  les  calculer.  Mais  d'abord  y  en  a-t-il  un  nombre  limité  ? 
La  réponse  est  négative;  pour  le  montrer,  nous  allons  démontrer 
que  : 

Théorème.  —  Etant  donné  un  nombre  premier  p,  il  en  existe  un 
plus  grand. 

Faisons  le  produit  de  tous  les  nombres  premier.*  depuis  2 
jusqu'à  p  et  ajoutons  i  à  ce  produit,  nous  obtenons  un  résultat 

P  =  2.3.5...pH-i. 

Tout  l'acteur  premier  de  P  répond  à  la  question,  car  divisant  P, 
il  ne  peut  diviser  P  —  i,  il  ne  peut  donc  être  aucun  des  facteurs 
2,  3 p. 

Exemple.  —  Si  p  =  5       F  =  2  .  3  .  5  -h  i  =:  3i. 
Or  01  est  premier  ('). 

(')  On  peut  d'ailleurs  former  d'autres  façons  des  nombres  jouissant  de  la 
propriété  de  P,  à  savoir  que  leurs  facteurs  premiers  soient  plus  grands  que  p. 
Par  exemple  le  nombre 

1  .  a  .  S  .  .'1  ...  p  -|-  I 

I,  3,  3,  ...  p  étant  tous  les  entiers  de   i  à  /). 

Plus  généralement,  considérons  la  suite  i,  3,  3,  .'),  ...  p  contenant  i  et  tous 
les  nombres  premiers  jusqu'à  p     Les  nombres 

a"*?  ...  /"''  d=  d^e^   ...  rP 
a,  b,  .  .,  l  étant  certains  nombres  de  cette  suite,  d,  e,   ...   r  étant  les  autres 
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398.  I'hoblème.  Reconnaître  si  an  entier  cxl  iirmiii  r.  —  Un 
essayeiM  les  divisions  de  col  entier  [Uir  tous  les  entiers  plus  petits 
que  lui.  Si  aucune  ne  se  fait  exactement,  il  est  premier.  On  sim- 
plifiera le  calcul  I"  en  commentant  par  les  diviseurs  les  plus 
simples  a°  en  n'essayant  pas  les  diviseurs  qu'on  sait  ne  pas  être 
premiers  (car  tout  entier  a  au  moins  un  facteur  premier).  3"  Les 
diviseurs  étant  rangés  par  ordre  croissant,  on  s'arrêtera  à  la  pre- 
mière division  où  le  quotient  sera  inférieur  au  diviseur.  Si  aucune 
division  n'a  réussi  jusqu'alors,  aucune  des  suivantes  ne  réussira 
non  plus.  Car  sinon,  le  quotient  de  la  division  ipii  réussirait  aurait 
déjà  été  rencontré  comme  diviseur,  et  une  division  précédente 
aurait  dû  réussir.  ^ 

Formation  d'une  table  de  nombres  premiers  jusqu  à  une 
certaine  limite  A.  —  On  emploie  le  procédé  connu  sous  le  nom 
de  cnblc  d' Eratoslhcne  (').  On  écrit  tous  les  nombres  impairs, 
sauf  I,  inférieurs  à  A.  (Les  nombres  pairs  ne  sont  pas  premiers). 
Le  nombre  3  est  premier,  et  les  multiples  de  3  se  succèdent  dans  la 
s\iitede  3  en  3  (on  le  démontre  facilement).  On  barre  les  entiers  de 
trois  en  trois  à  partir  de  g.  Le  premier  nombre  non  barré  5  est  pre- 
mici-,  et  les  multiples  de  5  se  succèdent  dans  la  suite  de  5  en  5,  le 
premier  nou  barré  est  20,  on  barre  donc  les  nombres  de  5  en  5  à 
partir  de  a."j.  (Certains  ont  d'ailleurs  déjà  été  barrés  comme  multiples 
de  3.)  D'une  façon  générale,  quand  on  a  barré  les  multiples  des 
nombres  premiers  3,  5,  ...  p,  le  premier  non  barré  q  est  premier, 
et  les  multiples  de  q  se  succèdent  dans  la  suite  de  q  en  q,  le  pre- 
mier non  barré  est  q-,  et  l'on  barre  les  nombres  de  q  en  q  à  partir 
de  Y^.  On  s'arrête  lorsque  </-  >  \.  Les  nombres  non  barrés  sont 
alors  les  nombres  premiers  demandés. 

a,  ji,  ...  X,  0,  E,  ...  p  étant  des  exposants  [jositil's  quelconques,  jouissent  île  la 
propriété  annoncée,  comme  on  le  noU  facilemeiit. 

Exemple  ;  pour  p  =  5,  on  peut  former 

—  ,'  +  3.5  =  7, 

j)our  />  ^=^  7 

—  3.2^    -{-"),  7  ^  11. 

Cotte  reniaruuc  peut  être  utile.  Elle  m'a  été  communiquée  par  M.  A.  Lévv, 
jjrofesscur  an  l\cée  St-Louis. 
(')  3=  biècle  avant  .1.    C. 
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Bemarcjne.  —  Le  procédé  donne  en  même  temps  pour  cliaquc 
entier  <  A,  son  plux  pelil  furleur  premier.  Soit  par  exiMn|)ie  le 
nombre  «ViHj,  la  luemière  fois  qu'il  est  barre,  c'est  lorsiiuon 
efface  les  nuiltiples  de  i  i,  donc  son  jiliis  petit  fadeur  premier  est 
11.  (Les  nombres  pairs  sont  à  [)art,  mais  leur  plus  petil  fadeur 
premier  est  évident,  c'est  ■),). 

Possédant  une  table  des  plus  petits  facteurs  premiers  des  entiers 
jusqu'à  une  limite  A  il  est  facile  de  décomposer  tout  entier  --S  A 
en  facteurs  premiers  ;  on  le  divisera  par  son  plus  petit  facteur  pre- 
mier, puis  on  recommencera  pour  le  quotient  et  ainsi  de  suite. 

La  table  de  nombres  premiers  la  plus  anciennement  calculée  semble 
èlre  celle  de  Scliosten  (1637),  s'étendant  jusqu'à  10  000  ;  en  iG58 
parait  celle  de  Uabn  (|ui  donne  les  diviseurs  des  entiers  de  l  à  2^.000. 
On  a  mainlenaut  les  tables  suivantes  : 

.1.  (ai.  lîriicKAHur.  —  Tahlc  (1rs  dlvisriirs  pour  Ions  les  iioinhres  des 
!'■'■,  a'  et  y  iinlliijit.  Paris.  1S17. 

James  Glaisuf.u.  —  Farlor  Tal/le  fur  Ihc  jonrth.  jijih,  sixtli  million 
London.  1S7.),  iSSo,  18S0 

Zachaiuas  Dasi:.  —  FaclorrnsTdfcln  fiir  aile  Zahlen  der  sirhi-iileii, 
aehtfn,  iieiinlen  Million  Hamburg  nSba,   icSlI.S,  i8t)5. 

M.  Bcrlclscu  a  révisé  ces  tables.  Les  erreurs  qu'il  v  a  découvertes  se 
trouvent  inscrites  dans  un  article  de  J.- P.  (ira m,  Acl.  Malli.,  17  1893), 
p.  3 10. 

LiaiMiai.  —  Farlor  lable  for  llie  Jirst  len  milliotis,  containinij  Ihe 
smallesl  farlor  of  every  iminher  not  iHvisible  by  2,  3,  5  or  7  belivcin  (lie 
limils  o  and  10170000.  \\  ashington,  D.  C,  Carnegie  Institution  of 
\\  asilington.  Publication  n"  io5,  i;)Oç). 


399.  Application  de  la  décomposition  des  entiers  en  fac- 
teurs premiers.  TniioiuiMi;.  —  Puiir  tju  un  riilier  <i  soil  divisible 
par  un  entier  li,  il  faut  el  il  xufjil  <piè  n  conlienne  tous  les  facteurs 
premiers  de  h  avec  an  exposc.nl  au  moins  éf/al. 

I^a  condition  indiquée  est  évidemment  suffisante. 

Elle  est  nécessaire,  car  si  a  =  hrj,  en  formant  le  produit  des 
entiers  b  et  y  décomposés  en  facteurs  premiers,  oti  trouve  dans  ce 
produit  tous  les  facteurs  premiers  de  b  avec  un  exposant  au  moins 
égal.  D'ailleurs  a  n'est  décomposable  que  dune  façon  en  facteurs 
premiers. 
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Pfioni.ÈME.  —  Former  lous  les  flirlxews  d'un  entier. 

Ce  problème  s'est  déjà  présenté  cl  nous  l'avons  résolu  (n"  95  . 
.M.iis  voici  une  solution  plus  simple  pnr  la  décom])osition  en  facteurs 
premiers.  Dans  ce  problème  et  dans  les  suivants,  on  supposera  ce 
qui  est  permis,  les  entiers  sur  lesquels  on  opère,  positifs. 

Soit 

n  =  ii^(j>'r"  ...  1^ 

la  décomposition  de  /(  en  (acteurs  premiers. 

On  multipliera  cbacun  des  nombres  i,  p,  /)-,  ...  p'^  par  chacun 
des  nombres  i,  (/,  ij-,  ...  </?,  puis  chacun  des  résultats  par  chacun 
des  nombres  i,  ;■.  ;■■''.  ...  /•".'  et  ainsi  de  suite. 

I]  est  facile  de  voir  que  les  résultats  obtenus  finalement  sont 
tous  les  diviseurs  de  /(,  chacun  n'étant  obtenu  qu'une  fois. 

CoRoi.LAiKE.  —  On  en  conclut  que  le  nombre  de  ces  diviseurs  est 

(a  +  1)0  +  1)...  (s  ^   l) 

Quant  à  la  .s-o//u»t' de  ces  diviseurs,  c'est  évidemment 

ù  -h  p  -f-  ...  H-  /)'')  (i  -1-  V  -^  •••  -^  7'0  ••■(i  -+-  '  -1-  •••  +  '') 
ou 

p-l  q-    l  l-    l       ^' 

On  calcule  facilement  aussi  la  somme  des  puissances  ^■«■"^^  de  ces 
diviseurs.  C'est  évidemment 

(  I  +  /)'■■  -t-  p-'''-  -T-  ...  —  p'"''î  (  I  -K  7«^  -+-  ...-+-  f/*"")  ... 


Remarquons  que  A-  peut  être  négatif,  ou  fractionnaire. 
Corollaire.  —  On  sait  que  toute  fonction  svmétrique  rationnelle 
de  certains  nombres  peut  se  calculer  en  fonction  rationnelle  de 


{')  Euler  3  donné  la  tahic  des  sommes  des  diviseurs  des  entiers  de   i  à    loo. 
Nov.  Comm.  Petrop.  t.  .")  i-b^-o^  —  Crimm,  arithm.  sœlec(œ,  t.  i,  j>.  1^6. 
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lu  somme  de  ces  nombres,  de  la  somme  de  leurs  carrés,  etc., 
jusqu  à  un  certain  exposant.  On  saura  donc  exprimer  toute  fonction 
symétrique  rationnelle  des   diviseurs  du    nombre  d.    en  fonction 

fie  p.  fj.  ...  I,  Cf..  f-i,  ...  0. 

Exemple.  —  Soit  le  nombre  9971.  Son  plus  petit  facteur  premier 
est  i3,  son  quotient  par  i3  est  767  dont  le  plus  petit  faclcin  pinnitr 
est  encore  1.5.  Le  quotient  est  5()  qui  est  premier.  Ainsi 

9971  =  i3-  .  59. 
.  Les  diviseurs  de  9971  sont 

I.        1:5,        i3-.       59.        i3  X  59,        i3-  X  59. 
c'est-à-dire 

1,        i3,        169.       5g,  767,  9;)7'- 

Leur  nombre  est 

Ca-t-  i)(i  -+-  i)=6. 
Leur  somme  est 

1 3'^  —  1       59-  —  1 
i3  —  I   ■    59  —  1 

=  (i3-'  -!-  i3  -J-  i)  (09  -H  1)  =:  i83  X  Co  =  109CS0. 

400.  Produit  des  diviseurs  d"un  entier.  --  On  pourrait  le 
calcidcr  pai  les  mriiicides  j)ncédenU's  puisque  c'est  une  Ibnction 
svmélriipie  d'ordre  connu.  Maison  peut  l'avoir  |)lus  simplemiiit, 
de  la  façon  suivante. 

A  oliaquc   divieur  '/   d'un   entier   a,    en    correspond    un    autre 

-,  qu'on  a|)pelle  diviseur  complémentaire. 

(Considérons  la  suite  des  diviseurs  de  a  ranjiés  par  ordre  de 
j^randeur  croissante 

I,  d,  (/',  ...  a. 
La  suite  des  diviseurs  complémentaires 

a         a  a  a 

1  '        rt '        il'  '  "'  a 

est  idcnlicpie  à  la  précédente  mise  en  ordre  inverse. 


On  a  donc,  on  ap[)elanl  l'  le  [Jiodiiil  clierché, 

l>=  I  .  (/  .  </'  ...  a 
., '/     "     a        a 

~  I  •  .7"  ri'  ■■■  «• 

Kaisons  le  produit  de  ces  deux  égalilés,  il  vient  en  a[ipelant  ),  (a) 
le  nombre  des  diviseurs  de  a 

d'où 

(2)  V  =  \'â^. 

Exemjile  :  pour  n  =  9  97')       '■  {")  =  6 


1'  =  V  997'"  =  997»'  =  i3''  •  ^[f  =  991  325  2o5(iii. 

liei/Kinjnr.  —  La  l'orniule  1  2)  prouve  que  }.  («;  est  pair,  sauf  si 
a  est  carré  parlait.  Cela  se  voit  d'ailleurs  directement  en  remar- 
quant que  puisqu'à  chaque  diviseur  correspond  un  diviseur  com- 
plémentaire, les  diviseurs  se  répartissent  en  couples,  sauf  s'il  v  a 
un  diviseur  égal  à  son  diviseur  complémentaire 

a 

ce  qui  arrive  elTeclivement  quand  a  est  un  carré  parfait  et  dans  ce 
cas  seulement. 

401-  Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du 
plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  entiers  décomposés 
en  leurs  facteurs  premiers.  —  On  voit  facilement  que  le  plus 
tjrand  commun  ilicisi-ur  de  plusieurs  entiers  s'ohlienl  en  formant  le 
produit  de  Ions  ks  facteurs  premiers  communs  à  ces  entiers, 
clidcun  de  cex  ficlenrs  nrec  son  plus  petit  exposant. 

Si  les  entiers  donnés  n'ont  /uis  de  facteur  commun,  leur  plus 
(jcand  commun  diviseur  est  1 ,  ils  sont  premiers  dans  leur  ensemble. 

Le  plus  petit  mnlliplc  commun  à  plusieurs  entiers  s'iditwnt  en 
formant  le  produit  de  tous  les  ficleurs  premiers  de  ces  entiers, 
cliacim  lie  ces  facteurs  avec  son  plus  qrand  exposant. 
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On  retrouve  facilement  pai-  la  considération  des  facteurs  pre- 
miers les  théorèmes  des  n"  97  à  113.  Il  faut  cependant  faire  atten- 
tion que  déduire  tous  ces  tliéorèrnes  de  la  tliéoric  des  nombres 
premiers  serait  faire  un  cercle  vicieux  parce  que  cette  théorie 
s'appuie  sur  le  lliéorcmc  du  ii    107. 

402.  Racine  ne^e  d  un  entier.  —  On  démontrera  facilement 
que  pour  iju  un  entier  positif  soil  une  puissance  n^"'"'=  exacte  il  faut 
cl  il  suffit  (jue  les  e.cposanis  de  ses  facteurs  premiers  soient  tous 
(lirisibles  par  n,  et  l'on  obtient  la  racine  /;*'""=  en  divisant  ces  expo- 
tan  ts  par  n. 

.\insi  la  racine  cubi<pie  de  '.V  .  7°.  10'  est  3  .  7-.  lii. 

403.  Décomposition  des  tableaux  entiers  en  tableaux 
premiers.  —  Nous  avons  vu  (n"  3831  que  tout  lahleau  entier  est 
déconiposabie  en  un  [)roduit  de  tablea\i\  unités  et  de  tableaux 
réduits  simples. 

Ces  derniers  peuvent  encore  se  décomposer  delà  fa(;oii  suivante. 
Soit  le  tableau  réduit  simple  du  troisième  ordre,  pour  fixer  les 
idées) 


(a  >  o.) 


Si  ((  n'est  pas  premier,  soit  n  ^^  pqrs  (p,  (j,  r,  s,  étant  premiers 
On  a 


I 

0 

o\ 

/■ 

0 

o\ 

/• 

0 

0 

I 

0 

" 

I 

0 

r 

1 

p 

0 

/'/ 

\" 

0 

v/ 

\o 

0 

o  .00 

o  I    I  o      1      o 

r,       ^  o     o      s 


Les  tableaux  de  celle  Ibrme.  c'est-à-dire  les  tableaux  réduits 
simples  dans  lesquels  le  dernier  élément  est  un  nombre  premier, 
s'appelleront  tableaux  pren)iers. 

On  voit  donc  finalement  que  tout  tableau  T  est  déconiposabie 
en  un  produit  de  tableaux  premiers  et  de  tableaux  unités. 

Dans  cette  décomposition,  les  tableaux  premiers  sont  déterminés. 
\']n  eiTet,  en  écrivant  que  le  module  de  T  est  égal  au  produit  des 
modides  des  facteurs  en  lesquels  il  est  décomposé,  on   voit  que 


ni':(:f)Mi'Osiri(iN   des  entieiis  en  facteuus  puemikus         '.\--j 

II,   (/,   r,    ...   ne   sont    autres  que  les  l'acleuis  [iiemiers  ilu  module 
de  T. 

Mais  les  lableauN  unités  ne  sont  pas  déterminés.  D'après  le  calcul 
du  M"  383,  on  [leut  tonjours  faire  que  les  tahicaux  uriilés  intermé- 
diaires soient  des  tableaux  de  transposition.  Ces  transpositions 
étant  fixées,  les  tableaux  unités  extrêmes  ne  le  sont  pas  encore. 
\ous  avons  vu  en  effet  (n'  306)  qu'il  \  a  une  infinité  de  sul)Stilu- 
tions  automorplies  d'une  forme  bilinéaire. 


EXERCICE 

Reprenant  les  notiilions  de  l'exercice  dn  chapitre  xix,  on  dira 
(ju'un  tableau  A  d'ordre  r  extrait  de  .\  est  régulier  suivant  le  module 
premier  /j,  lorsqu'il  contient  ce  facteur  p  à  la  même  puissance  que  'I',.. 
Démontrer  que  si  celte  circonstance  se  prc.sente,  il  y  a  au  moins  un 
A/,  régulier  suivant  le  module  p,  pour  toute  valeur  de  li.  La  démons- 
tration est  donnée  dans  le  mémoire  cité  de  M.  K.  Ilensel.  D'ailleurs 
cette  propriété  se  déduit  immédiaicmcnt  de  la  précédente. 
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Tdble  des  plus  pelils  diviseurs  des  enliers  de  1  à  10.000 
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Tdhif  ili't:  plus  petits  diviseurs  îles  eiiliers  di'  1  à  10.000  (suite) 
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Cette  table  donne  le  pins  petit  diviseur  positif  difl'éient  de  1  de 
chaque  entier  non  premier  de  1  à  10.000,  sauf  lorsque  ce  diviseur  est 
l'un  des  nombres  2,  3,  ô,  7,  11, 

Pour  trouver  le  plus  petit  diviseur  positif  d  d'un  entier  it  compris 
entre  i  à  10  000,  on  cbercbe  d'abord  si  n  est  dans  la  table.  Si  oui.  on 
obtient  d  iiumédiatement.  Sinon,  on  essaye  les  divisions  de  /i  successi- 
vement par  les  nombres  2,  3.  5,  7,  11.  Si  aucune  ne  réussit,/!  est 
premier. 
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APPLICATION     DE    LA    DÉCOMPOSITION 

EN   FACTEURS   PREMIERS 

AU    CALCUL    DE     CERTAINES    FONCTIONS 

ARITHMÉTIQUES.     INDICATEUR 


404.  —  L'a  entier  N  est  dit  fonction  aritlinH''liijui'  do  l'enlier  n 
lorsqu'à  chaque  valeur  de  n  correspond  une  valeur  de  \. 

Par  exemple,  le  nombre  des  diviseurs  de  /(,  la  somme  de  ces 
diviseurs,  son!  des  fonctions  arithmétiques  de  n. 

Les  facteurs  premiers  de  n,  leurs  exposants  dans  la  décomposi- 
tion de  ;i,  sont  aussi  des  fonctions  arithmétiques. 

Nous  avons  vu  que  si 

est    la  décomposition  de  n  en  facteurs  [)remiers,  on  a  le  nombre 
des  diviseurs  de  n  égal  à 

X(n)=  (a-t-  l)(3-l-  l)  ...{t  -h  1). 

La  gomme  des  diviseurs  de  n  est 


>>(«; 


_/> 


!«+■    -     I 


itl 


1 


/)  —  1  7—1 

et  [)liis  généralement  la  somme  des  puissances  /.émes 


h  (n)  ■- 


k 


'/'•- 


Ces  fonctions  arithméliquesjouissent  donc  de  la  propriété  de  s'e.x- 
primer   sim|)lement  au    nioven    des  faclours   premiers  de  n  et  de 
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leurs  exposants.  Nous  voulons  ici  considérer  quelques  auUes  l'onc- 
lions  arilhméliqucs  jouissant  de  cette  même  propriété. 

Nous  serons  amenés  à  distinguer  les  fonctions  aritlimétiques  y^/i) 
jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Si  II  et  n'  sont  premiers  entre  eux,  on  a  : 

f{nn)=f{n:f{n'). 

Ces  fonctions  se  rencontrent  souvent.  Nous  les  appellerons 
rc(fulih-es. 

Par  exemple  les  fonctions  À  (/)  ,  À,  (nj,  ...  sont  régulières.  Pour 
savoir  évaluer  une  fonction  régulière,  il  suffira  de  savoir  le  faire 
dans  le  ca.s  où  l'argunienl  est  une  puissance  d'un  nombre  [)remier. 
Car  tout  entier  /(  étant  décomposable  en  un  produit  de  facteurs 
premiers 


pV 


on  a 


f  in)=fip')f  (/)...  f{r). 


405.  —  .Vu  II  295  nous  avons  considéré  la  fonction  arithmétique 
de  l'entier  D  qui  exprime  le  nombre  de  classes  de  systèmes  de  n 
formes  linéaires  indépendantes,  de  déterminant  D.  (On  peut 
supposer  D  >-  o).  Elle  est  égale  à 

F„  (D)  =  ^i,ol  ...  îr' 

le  signe    ^    étant  étendu  à  toutes  les  fa<;ons  de  décomposer  D  en 
un  produit  de  n  facteurs  D  =  9",c/\  ...  r)„  ('). 


Soit 


D  =  /,V...  r 


la  décomposition  de  D  en  facteurs   premiers.    Nous  nous  propo- 
sons d'exprimer  F„  (D)  au  moyen  de  /),  (j.  ...  t,  v.,  y,  ...  £. 
D'abord  la  fonction  en  question  est  régulière.  En  effet  soit 

D  =  EG 

(')  Nous  avons   pour   plus   de  simplicité  Ccrit  Oj,  Oj,  ...  o„,  au  lieu  de  Oi,j, 
^i,;i  ■•■  îniii,  notations  du  n"  295. 
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E  et  (j  élanl  [xeiiiicis  unlre  eux  et 

(i)  F„(D)=  V^=^'  -^"~' 

(a)  F„(E.)=  v,^,^  ...er' 

(3)  r„(G)=V..^-  ...--. 

les  r)  élanl  diviseuis  tie  U;    les  =,  de  M;   les  C,  de  (i.    Or  étant 
données  une  décomposition  de  E  en  n  facteurs  et  une  de  G  : 

1j   =    «l'i>Î3    •••    'u 
f    1-    r    r  Y 

il  leur  coirespond  une  décomposition  de  1)  : 

lléci[)roqiienient,  étant  donnée  une  décomposition  du  D 

D  =  l^',_,  ...  o„ 

il  lui  corres[)(ind  une  décomposition  de  E  cl  une  de  (à.  Car  en 
posant 

^.  =  '-;■■. 

comme  les  î  ne  peuvent  ((Mitenlr  (pie  des  facteurs  premiers  de  E 
cl  les  'Ç  que  des  facteurs  i)roniiers  de  (I  et  que  E  et  G  n'ont  pas 
de  l'acteur  commun,  ces  éfjalilés  délerniinent  les  £  et  les  t. 

Mors  chaque  terme  de  la  somme  (3)  est  le  produit  d'un  terme 
de  la  somme  (i)  par  un  Urnic  île  la  somme  ( 'i)  et  réciproque- 
nienl,  on  a  donc  liicn 

F„(1^>  =  1''..  (KjFuICt). 

On  a  maintenant  à  calculer 

Soit  d'al)0rd  ;i  =  l .   E\idenuuenl 
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Soil  maintenant  /i  =  2. 

Les  .décompositions  de  p^  en  deux  facteurs  sont 

/j"=i  .p='  =  /,./>^—  =  ...=/J^->  =  />^  I 

et 

Soit  encore  a  =;  3.    Parmi    les  décompositions  de  /*'  en  trois 
facteurs,  distinguons  celles  dont  le  premier  facteur  est  /)\  soit 

et  nous  allons  évaluer  la  somme  partielle  >  r),o\  étendue  à  celles- 
là.  Nous  ferons  ensuite  la  somme  de  toutes  les  sommes  obtenues 
pour  /(  =  0,  I ,  . . .  a.  On  a 

Or    >  o\  étant  étendue  à  toutes  les  façons  de  décomposer  p^~'' 
en  un  produit  de  deux  facteurs  '}/)■.,  on  vient  de  voir  cpie 

Donc 

7  o„o;  =:C '- 

^    -   ^  p  —  l 

et  la  somme  cherchée  est 


P-+' 

— 

p' 

22  — 

-(  — I                    X I 

p- 

-  I 

p—  I 

c'est-à-dire 

22+3 
P          - 

2 

P    — 

-P        P^+'-i 
I               P—  ' 

P—  1 

c'est-à-dire  en 

fin 

(P^+' 

-.)(p='-^-.) 

P  — 


(p-l)(/-,) 

Cahex.  —  Théorie  des  nombres,  t.  I.  a5 
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La  formule  grénérale  apparaît  luaintenani,  à  savoir 

Pour  la  démontrer,  on  la  suppose  vraie  pour  ?„_,  (p^\  Parmi 
les  décompositions  de  /)'  en  n  facteurs,  nous  disling'uons  celles  dont 
le  premier  facteur  est />'',  soit 

P"  =/'''«A.  ■••  «„ 
et  nous  allons  évaluer  la  somme  partielle  ^  â^âl  ...  c?;~'  éten- 
due  à  celles-là.  Nous  ferons    ensuite    la   somme  de  toutes  les 
sommes  obtenues  pour  /i  =  o,  i ,  ...  a.  On  a 

^    0^05...  0"     ==  OjOs  ...  o„   ?^  ojo;  ...  0,;    ^^p         ^   iio;  ...  o;~- 

Or  >  î,5^  .-.  2"~"  étant  étendue  à  toutes  les  façons  de  décomposer 

/j"— ''  en  un  produit  de  «  —  i  facteurs  ^y.^i^A^  ...  c?„,  on  vient  de 
voir  que 

^S,o;  ...  ô;--  =  F„_, (])'"'')  = 
{p'-''+'-  ,)  (p'-''+^-  i)  ...  {p— '•+'■-'-  ,) 
iP-  i)(p'-  1)  ...  (]>"-' -i) 
Donc 

^  '  ' (p-i)(p^-.)...(/."-^-i)  •' 

et 

'    ^  (P-1J(P—  0...  (p---.)        ' 

^ (p--O(p^---)-W'"^"-^-'  „.-. 

(5)  ,p—  i)(p-—  1)  •-.  ip"-'—  1) 


_^ (/'-  ')(p^  -  ■)•■•  fp"J—  ■) _ , 
(p  —  'i  IP'—  ')  •••  (p""'—  ')' 

Reste  à  voir  que  celle  expression  est  égale  à   {"expression  (4)- 
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C'esl  ce  que  l'on  voit  encore  de  proche  on  proche.  C'est  évident 
pour  a  =  ().  Montions  que  si  c'est  vrai  [)Our  une  valeur  de  a,  c'est 
vrai  pour  la  valeur  a  -)-  i .  Or  si  a  se  change  en  a  -f-  i ,  l'expres- 
sion (f\)  augmente  de 

(,,'+--  .)(p-+--i)-(y+"--i)^.+, 

/>—  ')  {p-  —  ')  •••  (p"  '—  0 

et  l'expression  (5)  de 

(p-+--.)(p-+--.)-(p-+"-i)   (p-+--0(/-i)-(p-+"--.) 

On  vérifiera  iniincdialement  que  ces  deux  (juantitcs  sont 
égales  ('  I,  ce  (pii  démontre  le  théorème. 

408.  —  Au  n"  308,  nous  avons  considéré  la  fonction  arithmé- 
tique qui  exprime  le  nombre  des  classes  de  formes  bilinéaires  de 
rang  ;•  de  déterminant  D. 

Cette  fonction  est  régulière  (-).  En  efl'et  soit 

D  =  Cill 

G  et  H  étant  premiers  entre  eux.  A  des  décompositions  de  G  et  II 
de  la  forme 

11  =  {h,y{h,'r'...{ii,._,f  h, 

correspond  une  décomposition  de  D 

D  .-=  {g,h,Y  (i/A)-^'  ...  •u.-^A-^y  ('jA). 
Réciproquement  à  une  décomposition  de  D 


(')  (lette  formule  est  donnce  pour  h  =  3  et  n  ^  3  dans  L.  Ivronecker 
Vorlcsiimjcn  iiher  die  Théorie  der  Determinanlen,  bearbeitet  und  fortgefiilirt 
von  Kiirt  Henscl,  Leipzig  Teubner  (igoS    p.  jô  et  170. 

(')  A.  C.iïLEï.  —  J.  r.  n.  M,  5o  (iS55),  p.  3i5  =  Papers  -.t,  Cam- 
bridge, 1889,  p.  217. 
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correspond  d'une  seule  façon,  nnc  dccom[)osition  pour  C,  cl  tine 
pour  il  ;  car  en  posant 

comme  7 1  no  doilconlenir  rpic  des  factcius  premiers  de  G,  et  li, 
que  des  l'acteurs  premiers  de  11,  comme  d'ailleur;-  G  et  11  n'ont 
pas  de  l'acteur  premier  commun,  cctle  équation  détermine  (/,  et 
lii.  De  même  en  posant  fjjiî  =  ri,,  on  détermine  (/..  et  Ai,  etc. 

Ainsi  on  est  amené  à  calculer  la  valeur  de  la  fonction  en  ques- 
tion pour  les  valeurs  p"  de  l'argument. 

Il  est  évident  d'ailleurs  a /(/-/ci/'i  que  la  valeur  de  celte  fonction 
ne  dépend  tpic  de  a. 

En  posant 

((/,)■■  (rf.)'-'  ...(</,._,)V.-p" 

comme  les  entiers  r/i,  d-,,  ...  ne  peuvent  èlre  cpie  des  puissances  à 
exposant  positif  ou  nul  de /;,  il  vient 

ou 

'■»r  --1-  (r  —   l)»r_l  +  ...  4-  I   .  ^i  =  a. 

La  valeur  de  la  fonction  cherchée,  est  le  nombre  de  solutions 
de  cette  équation  diophanliennc,  les  inconmics  ai,  Cj,  ...  a,-,  ayant 
des  valeurs  non  négatives. 

En  appelant/,  (a)  la  valeur  de  cette  fonction,  on  voit  facilement 
(pion  a  la  formule  de  récurrence 

/(')=/.-.(*)   +/■-.(''—'•)   -+-/-,(=<—  2'-)   +   ...   -f- /._,(«-,/,-) 

q  étant  le  quotient  de  a  par  r. 

Celle  valeur  est  aussi  le  coefficient  de.r^  dans  le  développeiiicnt  de 
/ ^  j-)  (  I  .t'-'I ( . -.r-,  '  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r. 

407.  Indicateur  ';.  —  On  appelle  iiulictlcur  d'un  entier  n  posi- 


('}  La  nolluii  Je  riiidicaleiir  est  <!iie  à  Euleu.  Arta  Peirop.  ii  11780), 
p.  18  ==  Commciilationes  urihmcticii:  coUeclœ,  t.  2,  p.  C/i. 

Le  raisonnement  d'Euler  n'est  pas  complet;  voir  Poi.\sot,  J.  m.  p.  a,  10 
(i845)  p.  37. 
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lif,  et  l'on  désigne  par  c  (n),  le  nombre  dfs  entiers  premiers  avec  n 
(jui sont  co/ttenius  diins  la  suite  i,  2,  ...  /i. 

Si  l'on  remarque  que  denx  entiers  congrus  (niod.  //  .sont  Ions 
les  deux  premiers  à/(,  ou  tons  les  deux  non  j)reiiiiers  à  /i,  on  voit 
qu'on  peut  remplacer  la  définition  précédente  par  la  suivante  : 

On  appelle  indicateur  d'un  entier  //.  le  nombre  îles  entiers  jirc- 
miers  awr  n  (/ni  sont  contenus  dans  un  système  complet  (niod.  n). 

Par  exemple  : 

ç(2)=. 

ç  (3)  =  -^ 

T  (5j  =  /i 
9  (6)  =  2. 

408.  —  Cherchons  l'expression  générale  de  '^{n),  connaissant 
la  décomposition  de  n  en  facteurs  premiers. 

n  =  p  ffr'  ...  t'u~. 

Pour  cela  nous  écrivons  la  suite  des  /(  entiers 

(6)  1.2.3,...»; 

nous  y  barrons  les  entiers  non  preniier.s  avec  /(.  el  nous  comptons 
combien  il  en  reste. 

Or  les  entiers  non  premiers  avec  n,  sont  muUiplesdep,  oude(/, 
...  ou  de  /.  Les  multiples  de  /)  contenus  dans  la  suite  (6)  sont 


i.p,         2.p....^.p. 

leur  nombre  est     ,  el  si  on  les  supprime,  il  ne  reste    plus  dans  la 
P 


suite  (6)  que  /( ou 

„(i-l) 


termes. 
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Les  multiples  de  <i  cuntenus  dans  la  suite  i6)  sont 
(7)  '  •  7.       3  .  ,y  ...  "  .  q, 

leur  nombre  est  -  ;  mais  certains  ne  sont  jihis  a  supprimer  parce 

qu'ils  l'onl  déjà  été  comme  multiples  de  p.  Comptons  coml)ien  il 
y  a  de  ces  derniers.  Or  pour  que  kq  soit  divisible  par/),  il  faut  et 
il  sulllt  que  k  soit  divisible  |)ar/j.  Il  \  a  donc  autant  de  mulli])les 
de/j  dans  la  suite  (-)  que  dans  la  suite 

n 
........ 

c  cst-a-dire  —  . 
PI 
Les  multiples  de  '/  à  barrer  dans  la  suite  (6)  ne  sont  donc  qu'au 

nombre  de 

n        n 


OU 


7  \  Pl 


Quant  on  les  aura  barrés,  il  ne  restera  plus  dans  la  suite  (6) 
que 


V       p!      7  ^       /' 


oa 


;i  I  1 I  l  I  —  ^'\ 


termes. 

On  verra  de  mémo  cpie  si  on  barre  les  multiples  de  ;•,   il  ne  res- 
tera plus  que 

'■('-.;)('-j)('-.o 

termes,  et  ainsi  de  suite. 
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Supposons  tju';i[)rùs  avoir  suppiinic  (.lans  la  suite  (6)  les  mul- 
tiples de/),  '/>  '■.  •••  /•  il  ne  reste  plus  que 

"(■-;)('-,;)('-;)-('-o   . 

termes.  Supprimons  maintenant  les  multiples  de  ii. 
Ce  sont 

(8)  1    .  K,         2  .  H,   ...    -  .   )/. 

^  '  it 

Mais  certains  ne  .«ont  plus  à  supprimer,  parce  qu'ils  l'ont  déjà 
été  comme  multiples  de  p  on  ij  ...  ou  /. 

Comptons  combien  il  y  en  a.  Or  pour  que  Ah  soit  divisible  par 
p  ou  fj,  ...  ou  /,  il  laut  et  il  suffit  que  /.■  soit  divisible  par  ji  ou  q, 
...  ou  /.  Il  y  a  donc  autant  de  multiples  de  p  ou  </  ...  ou  /  dans  la 
suite  1 8)  que  dans  la  suite 

fi 
1,2,...- 

c'est-à-dire 

[Puisque  si  on  supprimait  ces  multiples  il  resterait 

"(■-')^'-'V-('-l) 
u  \  pi  \  <;/         \  tj 

termes]. 

Donc,  après  qu'on  aura  su[)primé  dans  la  suite  (G  les  multiples 
de  p,  ceux  de  (j,  ...  ceux  de  /,  ceux  de  h,  il  restera 

-(■-7,)('-.;)-('-i)-=('-;)('-i)-('-o 


ou 


"(■-,')0-^)-('-o(-;) 

termes.  Donc 
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Telle  est  l'expression  de  ç  (/;).  On  [)eiit  encore  l'écrire 

(10)  ?  (,i)=p^-',f^-'  ...  C-'in-'  (,,  -  .)(Vy  -  I)  ...(/-  ,)  (a-  l). 

Cas  particulier.  — /;  élant  un  nombre  premier  ':  {p)  = /)  —  i, 
ce  qui  était  évident  a  priori. 
Exemples  : 

-f    (7)  =    <î 

„   (8)  =    8^1  -  ^j  = /i 


A 


Remarque.  —  On  voit  snr  l.i  formiilo  (10)  que  ->  (n)  est  pair, 
sauf  pour  /(  =  2.  Cela  résulte  aussi  de  ce  que  les  nombres  pre- 
miers à  II  do  la  suite  i,-i  ...  /i,  vont  par  couples.  Si  /i  est  l'un 
d'eux,  n  —  />•  en  est  aussi. 

409.  TiiÉoiiKMi:.  —  La  fdiidinu  ç;  (/()  csl  réi/iiliirc. 
Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  (9).  Car  si 

n  =p''q^      ...  l^ 

sont  deux  nombres  premiers  entre  eux,  c'est  (pi'aucun  des  facteurs 
premiers  p,  (J,  ■■.  '  n'est  égal  à  aucun  des  l'acleurs  premiers //, 
(/',  ...  s'.  Alors 

est  la  décomposition  de  itn'  vu  (acteurs  premiers,  (_)n  a 

<")  =  »(■-;)(■-;)■••(■-; 

,(„„,  =  ,„..(,-:)('-;)..'(.-1)(,1l)(,-')...(,-'.) 
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Donc 

S  (nn'l  =  9  fn)  9  (li). 

neinanjiir.  —  Ce  théorème  peut  se  démontrer  direclemenl  de 
la  rai;on  suivante.  Considérons  la  forme  linéaire 

(11)  nx -h  n'y. 

Cherchons  la  condition  pour  que  do\ix  systèmes  dilTérenls  de 
valeurs  x,  y  et  x',  y'  donnent  à  l'expression  (11)  des  valeurs 
congrues  (inod.  luï).  (C'est  un  cas  particulier  de  la  question  de 
la  fin  du  11    340.  .Nous  le  traitons  directement.) 

Il  faul  que 

nx  -r-  n'y  ^  nx'  -+-  n'y'       (mod.  nn'j 
ou 

n  (x  —  a;')  -f-  n'  (j  —  y)  ^  o       (mod.  nn') 
il  faut  donc  que 

n  (x  —  x')  E=  0       (mod.  n') 
d'où,  puisque  n  et  /)'  sont  premiers  entre  eux, 
X  —  x'  ^  0       i^mod.  ;i'). 
On  trouverait  de  même 

r  —  y  ^  o       (mod. /i) 

ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes. 

On  conclut  de  là  que  si  l'on  donne  à  la  variable  x,  n'  valeurs 
formant  un  système  complet  (mod.  n)  et  à  la  variable  r,  n  valeurs 
formant  un  système  complet  (mod.  /(),  on  obtient  pour  rex[>res- 
sion  (11    nn    valeurs  formant  un  système  complet  (mod.  nn'). 

Cherchons  maintenant  la  condition  pour  qu'un  système  de 
valeurs  de  X,  y,  donne  à  l'expression  (11)  une  valeur  première  à 
/(/('.  Pour  cela  il  faut  que  la  valeur  de  x  soit  première  à  n'  ;  car 
un  diviseur  commun  à  x  et  à  n'  est  aussi  diviseur  commun  à 
nx  ^  n'y  et  hnn'.  De  même  il  faut  que  la  valeur  de  y  soit  première 
à  n.  Réciproquement  ces  conditions  sont  suffisantes.  Car  si 
nx  -h  n'y  et  nn'  n'étaient  pas  premiers  entre  eux,  ils  auraient  un 
facteur  premier  commun,  qui  divisant  un'  diviserait  soit  /(  soit  /(  . 
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Supposons  qu'il  divise  //,  alors  divisant  iix  -+-  «  _v,  il  (li\iserait 
/;'_y,  et  comme  il  ne  divise  pas  li  il  diviserait  y;  alors  y  et  n  ne 
seraient  pas  premiers  entre  eux. 

On  conclut  de  ce  qui  préccde  que  pour  avoir  les  o  Util)  valeurs 
incongrues  (mod.  nn')  de  nx-hn'y,  premières  à  nn',  il  faut  donner 
à  X  les  o  n  )  valeurs  incongrues  (mod.  /(')  et  à  y  les  ç>  {ii)  valeurs 
incongrues  (mod.  n).  Donc  g  {nn)  =  o  (n)  '^  (n). 

Cette  démonstration  étant  indé[)endante  de  la  fornmle  (lo),  on 
peut  du  théorème  en  question  déduire  cette  formule  lo).  Car 
avant 

il  suffit  tl'évaluer  par  exemple  o  (/)*)• 

Or  parmi  les  entiers  i  .2  ...  p"^  les  seuls  non  premiers  à  p'  sont 

p,2p,  ...  p'-' .  /. 

dont  le  nombre  est  /'*~'.  Donc 

<?  ip^)  =  l>^  —  P""'  ==/>''  (^'  —  ^'J 
etc. 

410.  Thi'okîmi;  di;  (i.vi  ss  (').  —  Lu  .vo/»(H(e  des  indicateurs  des 
diviseurs  positifs  d'un  entier  positif  n,  est  éf/alc  à  n. 

!"■  Démonstration.  —  On  a  vu  (n"  399)  que  les  ili\iseurs  de  n 
sont  les  termes  du  produit  développé 

(  1  -t- p  -t-  //-  H-  ...  -(-//)  fi  H-  7  -t-  '/^  -*-  ...  -h  7^)  ... 

(i  -h  <^-r-  H-  ...  -u  i'). 
Si  l'on  considère  le  produit 

(       [■  +r(/')+9  W  +  -  +  ?{/'';] 

(.a)  )       ['  +9(<^)+?W  +  •.•  +  9(7^'] 

(')  Disquis.  aridim.  Leipzig  i8oi,  n"  .'>o  ^  Werke  i  Gôttingen  1870. 
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on  voit  que  les  ditlercnts  termes  de  ce  produit  sont  les  indicateurs 
des  diviseurs  de  n.  Donc  la  somme  de  ces  indicateurs  est  égale  au 
produit  (12).  Or  ce  produit  est  égal  à 

7('-^)+'/^('-;;)--+V^('-^)] 


I  +  '/ 


I  +  M  1 

/'  — 


Pi   — 


2"  Dcmoiislration.  —  Cherchons  parmi  les  entiers  de  la  suite  (6) 
combien  il  y  en  a  dont  le  plus  grand  commun  diviseur  avec  n  est 
un  diviseur  donné  d  de  n. 

[On  peut  dire  :  combien  il  y  en  a,  dont  le  plus  grand  diviseur 
{mod.  n)  soit  '/]. 

Or  les  termes  de  la  suite  (G)  divisibles  par  '/sont 

id,       id,        ...         "  d 

et  pour  qu'un  d'eux,  l;d,U-=  i,  2,  ...  '-\   réponde  à  la  question   il 

faut  et  il  suffit  que  /,■  soit  preniier  à  '!  (d'après    la    réciproque  du 
théorème  n"  100). 

Le  nombre  cherché  est  donc  égal  au  nombre  des  termes  de  la 
suite 


qui  sont  premiers  à  y,  c'est  donc  '^(t). 
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Cela  Liant,  si  on  évalue  le  nonihie  des  Iciinc^i  de  la  suite  (G) 
dont  le  plus  grand  commun  diviseur  avec  /!  est  i,  puis  le  nombre 
de  ceux  dont  le  plus  grand  comnuin  diviseur  avec  n  est  '/,  et  ainsi 
de  suite  on  doit  retrouver  tous  les  termes  de  la  suite  (6).  On  a  donc 

"^  (t) -^- "^  G) -^•U)^--^  •(")  =  "' 

c'est-à-dire  (n"  400)  : 

?  (i)    ■■-  -f  (</)  -t-  9  (if)  H-  ...  4-  9(«    =  /, 

Remdrqae.  —  Celle  propriété  peut  servir  de  délinilion  à  ■p  (/(). 
Car  en  l'écrivant  pour  les  valeurs  /;  =  i,  i.  ...  on  obtient  les 
relations  : 

ç(l)H-ç(2]  =:>. 

•r(')  +  ?(3)  =3 

v(i)-)-9(2:, +  ç(4)  =  ^ 


la  première  donne  '^  (  i  ),  la  seconde  o  (2),  ...  la  n"""  donne  s  {11). 
On  |"iil  >e  proposer  de  retrouver  ainsi  la  formule  (10).  On  se- 
railainsi  amené  à  une  formule  due  ;'i  l.ioinillc  dont  il  sera  parlé 
plus  lard. 

411.  Indicateur  des  différents  ordres.  —  La  théorie  de  l'in- 
dicateur se  géné"alise  de  plusieurs  tarons.  \  oici  la  plus  importante 
On  appellera  m'/(cn/ea/' f/(i /^■""'  ordre  d'un  cnlier  positif  n,  et  on 
désignera  par  '^,  (//),  le  wnnhre  des  arrangement.^  /.  à  h  avec  répéti- 
tion.s  de.s  entiers  1,  2,  ...  /(,  teLs  que  ces  k  entiers  et  n  soient  pre- 
miers d<ins  leur  ensemble.  On  peut  encore  dire  :  tels  ijue  le  plus  grand 
coniniuu  diriseur  de  ces  I;  entiers  .■ioit  premier  (wee  n. 

(  )n  peut  encore  dire  que  £//.  (/i)  est  le  nombre  des  syslimes  incon- 
grus deux  à  deii.c  nwd.  n),  de  k  entiers,  premiers  dans  leur  ensemble 
(mod.  n),  ou  encore  pour  A-  >■  1  (voir  exercice  du  clia|)itre  xx) 
0,,  (n)  est.  parmi  tous  les systènws  de  l;  entiers  premiers  dans  leur 
ensendde.  le  nondtre  de  ceux  //ui  sont  innux/rns  deu.r  à  deux 
(mod.  n). 
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Exempli's  : 

çji)  =  ,.       -f,  (2)  =  3,       ?,  (3)  =  8.       9,  (4)  =  12. 
Çj  (lo)  =  <j  3Go. 

Pour  calculer  9j  (4),  par  exemple,  on  forme  tous  les  arrangements 
deux  à  doux  avec  répétition  des  entiers  1,2,  3,4,  ce  sont  : 

i.i        1,2        1,3        1,4       2,1        2,2       2,3       a, 4 
:5,t      3.3      3,3      3,4      4.1      4.2      4.3      4,4. 

Les  arrangements 

1,1        1,2       1,3       1,4       a,i       2,3       3,1       3,2       3,3 
3,4       4.1       4,3 

sont  ceux  (jui  jouissent  de  la  propriété  indiquée,  leur  nombre  est    12. 

412.  —  Cherchons  l'expression  çi,  (n).  Pour  cela  supposons 
écrits  tous  les  arrangements  avec  répétition  des  entiers  i,  2,  ...  n 
Ils  sont  au  nombre  de  «'.  Nous  allons  barrer  ceux  qui  ne  répondent 
point  à  la  condition  indiquée  au  n°411.  Or  ce  sont  ceux  dans 
lesquels  les  k  entiers  sont  divisibles  par  l'un  des  facteurs  premiers 
de /!,  soit /),  soit //,  ...soit/. 

Or  les  arrangements  dans  lesquels  les  /,•    entiers  sont  divisibles 

par  p,  sont   les   arrangements /^p,  h.^p,  ...  Ii/.p;  en  désignant    par 

/),,   /ij,    ...  hk  les  arrangements  /,■  à  /.' avec  répétitions  des  entiers 

"1  1  /"\''  -1 

1,2,  ...  -,  leur  nombre  est  II  ;  et  lorsqu  on  les  supprmie,  il  ne 

reste  plus  que  n''  —  l-\   ou  n"  (  i ^  1  arrangements. 

Le  reste  du  raisonnement  se  poursuit  comme  au  n°  408  et  l'on 
arrive  à  cette  conclusion  que 


Exemple.  —  'fa  (12)  =  12M  i  —  ;^W  i  —  ^3  J  =  i4 


/'■■y 

456 


Nous  laissons  au  lecte^^ir  le  soin  de  démontrer  les  théorèmes  sui- 
vants analogues  à  ceux  donnés  pour  l'indicateur  du  premier 
ordre. 


SgS  THÉouiE  i)e:.s  nombres 

I.  —  /)  étant  un  nombre  premier,  '^i.  (p)  =  p''  —  i 

II.  —  Çi.  [n]  est  pair  sauf  pour  n  ^  2 

III.  —  La  fonction  Ç/k  (n)  est  réguUbrc 

\î.  —  La  somme  des  indicateurs  du  1;"""  ordre  des  ilieiseurs 
positifs  d'un  entier  positif  n  est  égale  à  /)* 

V.  —  l'armi les  arran'/ement»   l<  à  A-  de  la    suite    1,  2,  ...  n, 

il  y  en  a  a,/,  i   .)  dont  le  jilus  grand  commun  diviseur  [mod.  /(;    est 

un  ilieiseur  d  île  n. 

413.  l*Koiii,i;.ME.  —  Combien  y  a-t-il  de  substitutions  unités 
(inod.  m),  sur  /«•  variables  '.'  (voir  n°  340  1. 

Ou  encore,  parmi  tous  les  tableaux  carrés  d'ordre  k,  et  de  déter- 
mimtnl  éi/al à  i  (voir  n"  393),  combien  y  en  a-t-il d'incon(/rus  deux 
à  deiuc  (niod.  //OI-'IMus  f>:énéralenient  :  parmi  tous  les  tableaux 
carrés  d'ordre  h.  et  de  déterminant  étjal  à  D,  premier  à  m,  com- 
bien y  en  a-t-il  d'incongrus  deux  à  deux  (mod.  m)  '.' 

Pour  former  un  tel  lalleau.   nous  choisissons  les  éléments  de 

sa  première  ligne  a,,,,  a, ,2 a,,/,,  de  façon  qu'ils  soient  premiers 

dans   leur  ensemble  (mod.  m).  Cela  peut  se  faire  de  '.;;,(/«)  façons. 

Les  éléments  n,,,    a,,^ a,,/,  étant  choisis,  on  détermine  leurs 

mineurs  ,1,,,,  .L,,2.  ...,  ,1.,,;,  par  la  condition 

Oi.i.'ti.i  -H  «1,2 -11, 2  +  ...  -f-  a,,k-H>i,k  ^D(mod.m), 

ce  qui  peut  se  faire  de  ;n*~'  façons  (n"  332). 

Ensuite  il  faut  choisir  les  éléments  des  />■  —  i  dernières  lignes 

du  tableau,  de  façon  que  les  mineurs  .1,,^, .l,,_,  aient  l'un  des 

systèmes  de  valeurs  trouvés.  On  sait  résoudre  ce  problème 
(n'  388),  et  on  sait  que  lorsqu'on  a  un  système  de  valeurs  de  ces 
élémi-nls,  on  a  tous  les  autres  en  multipliant  son  tableau,  par 
un  tableau  unité  d'ordre  A'  —  1.  Reste  donc  à  voir  combien  il  y  a 
de  ces  tableaux  incongrus  deux  à  deux  (mod.  m);  de  façon  que 
le  problème  posé  pour  les  tableaux  d'ordre  k  se  trouve  ramené 
au  même  problème  pour  les  tableaux  d'ordre  k  —  1.  En  appelant 
fii{ni)  le  nombre  rbeiclié,  on  a  la  relation  de  récurrence 

fk{m)  =  Ç;.(''i)"'''~'//.-i("'.'- 
On  en  déduit  facilement 

fi/jn)  =  »a('")?«:-i("')  •••  <?2("0'»''~' • '«'■'""  •••  "''/l("')- 


APPLICATION  DE  LA  DrCOUPOSITION  E.N  FACTEURS  PHEMIERS,    ETC.        OQf) 

OU  comme  ft  m]  :=  i 

M'-') 
//,("'   =  ">      '      '?i("')?3('n)  ■••  ?it("i)- 

Ce  nombre  est  indépendant  de  D. 

Si  on  demande  combien  il  y  a  de  tableaux  carres  d'onlre  I;  et  de 
déterminant  premier  à  m,  comme  il  y  a  'f(nO  valeurs  premières 
à  «i  ;  ce  nombre  est  égal  au  précédent  multiplié  par';i«i),  c'est 
donc 

'('-M 

m     '     o,(m)çQ(m^  ...  'i/X"'). 

en  posant  pour  plus  de  symétrie 

o,(m)  =  ?(m). 

Exemple  :  m  =  (l.       A-  =  2. 

11  y  a  6  ^  Ç,  [6)  ou  i44  tableaux  du  second  ordre  de  déterminant 
égal  à  1,  et  incongrus  deux  à  deux  (luod.  G).  11  y  en  a  autant  de  déter- 
minant ésal  à  5. 


EXERCICES 


1.   —  Démontrer  la   relation  suivante  :     Lucas,  Tli.   des  Nombres, 
I,  Paris,  1S91,  p.  399). 

o  (nnn    ...)  = — ^  ^ — i-^-^ — ^ 


(■-J)0-»-0-ï)"('-7)'- 

;i,  n  ,  n"  ...  sont  des  entiers  quelconques  ;  /(,  p' .  ...  sont  les  facteurs 
premiers  communs  à  deux  de  ces  entiers  mais  pas  à  troiç  ;  <],  ij' ,  ... 
sont  ceux  communs  à  trois  mais  pas  à  quatre  ;  etc. 

Relation  analogue  pour  9,..  (n). 

11.    —   Evaluer  la  somme  des   diviseurs   d'un  entier  //  (|ui  ne  sont 

diviseurs  d'aucun  entier  de  la  forme 


d'- 


tieponse  :     ■'  ,   /  . 


THEORIE    DES    NOMIillES 


m.  —  Trouver  la  somme  des  entiers  île  la  suite  o,i,  ...  n  —   i,  qui 

sont  premiers  avec  ii. 

,-,,  Ha  in) 

Keponse  :  ■  '         . 

IV.  —  Démontrer  la  lorauile 

\n  ^=  p  q  ...  est  la  iléeomposilion  tlo  n  en  l'acleurs  ]iremiors.  I,e 
premier  signe  -  s'étend  à  tous  les  facteurs  premiers  p,  le  second  a 
toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  de  ces  (acteurs,  etc.  j. 

l'epin.  Moret-lilanc,  Xoiiv.  Ann.  de  Malli.,   série   3    ,187.')),  p.    276, 

37  >• 

V.  —  Voici  une  représentation  géométriiiuc  de  -.;  (/i).  .Vvant  tracé 
un  cercle  ou  tout  autre  courbe  fermée)  et  avant  divisé  sa  circonfé- 
rence en  n  arcs,   on  joint  les  points  de  division  de  m  en  m.   On  revient 

au   point   de  départ  après  avoir   tracé  ainsi   un  polvMne  de  r;— ; 

'  '  '  '     ■°  D  (m,  n) 

cotés,   l.e  polygone  à  n  colrs   si   m    et   n  sont  premiers  entre  eu.x.  Le 

nombre  des  polygones  dilTérents  de  /(  côtés  qu'on  peut  ainsi  tracer  est 

1 


,V(") 


Trouver  une  représentation  analogue  pour  92  (")•  '^'^  considère  un 
tore  (ou  tout  autre  surface  engendrée  par  une  courbe  fermée  se  dépla- 
çant dans  l'espace  et  revenant  à  sa  position  initiale  après  que  cliacun 
de  ses  points  a  décrit  une  courbe  fermée).  On  trace  n  circonférences  gé- 
nératrices et  n  parallèles,  etc. 

VI.  —  Etant  donné  des  nombres  premiers/),  '/,  ...  /.  Ibrmer  tous 
les  entiers  dont  aucun  facteur  premier  ne  soit  /},  ni  i],  ...  ni  (.  (Géné- 
ralisation du  procédé  du  n"  397). 

Ilcponse.  —  Les  entiers  cbercliés  sont  a/,  -H  pq  ...  // ;  o;,  étant  un 
entier  positif  plus  petit  que  l'entier  /)</  ...  (et  premier  avec  lui 
[h  =  I,  a,  ...  ■^(pij  ...  0  1  ^'  '•  <^lanl  un  entier  arbitraire. 


r;iiAi>iTiiK  wiii 


CALCUL    A    UN    MODULE    PRES. 

ELEMENTS 

DE    LA    THÉORIE     DES    CONGRUENCES 

A    MODULE    PREMIER 


414.  —  Tout  ce  (]ui  a  été  dit  des  congruonces  dniis  lo  cha- 
pitre xvii  s'applique  bien  enlendii  au  cas  où  le  module  esl  premier. 
Nous  ne  développerons  ici  que  ce  qu'il  y  a  de  particulier  dans  ce 
cas,  et  qui  rcpo.se  (ont  entier  sur  la  remarque  suivante  : 

Tout  entier  non  tlirisihlc  pnr  un  nombre  premier,  est  jiremier 
iii'cc  lui. 

Calculer  <"(  /(/;  mailule  m  jirèg,  c  est  cil'ecluer  des  calculs  sur  des 
entiers  en  négligeant  les  multiples  de /o,  de  sorte  que  l'on  consi- 
dère comme  égaux  deux  nombres  congrus  (mod.  ni).  Mais  un  tel 
calcul  est-il  légitime  '  Et  peut-on  le  constituer  de  façon  que  .ses 
règles  soient  identiques  (ou  presque)  à  ceux  du  calcul  ordi- 
naire (')  ? 

Considérons  de  nouveau  les  résultats  des  n""  3i6,  3 17,  3 18,  3 19 
en  particulier  le  théorème  linal.  Ce  théorème  peut  évidemment 
s'énoncer  de  la  façon  suivante  :  Pour  les  opérations  rationnelles  et 
entières,  addition,  soustraction,  multiplication,  le  calcul  à  un 
module  près  est  analogue  au  calcul  algébrique,  en  ce  sens  c{uc  le 
résultat  (l'nn  tel  calcul  est  complètement  déterminé  ;  et  que  les  opé- 
rations addition,  soustraction,  multiplication,  y  jouissent  des  mêmes 
propriétés  de  commututii'ité,  d'as.'iocialivité  cl  de  disirilinlicilé  que 
les  opérations  ordinaires  du  même  nom. 

{')  Calcul  sur  les  noml)res  quelconques,  et  non  pas  seulement  sur  les  nomlires 
entiers. 

Cauen.  —  Ttiéorie  des  nombres,  t    I.  aO 


4oa  TiiKoiiin  Drs  nomures 

Aiilromont  dit  :  Inulc  cijulili-  rationnelle  et  entière,  entre  des  en- 
tiers a,  b,  ...  subsiste  eomme  ront/ruence  (mod.  ni)  li)r.<<(ju'(in  rem- 
place res  entiers  par  d'autres  qui  leur  soient  respectivement  comjrus 
mod.  m  . 

Ce  ic'Siiltal  si  sinipio,  osl  d'une  imporlanrp  cniiil.ile,  et  nous  en 
verrons  de  nombreuses  a|)i)licalion.s. 

415.  —  En  voici  une  ininiédiale.  C'est  relie  relative  à  la  preuve 
des  opérations  rationnelles.  Par  exemple  l'é^'alilé 

2;!:i5  X  16729  =  39002224 

est  certainement  ine\arle.  car   Iraiisforniéc  en    confrrnence  (mod. 
10)  elle  donne 

5X9^^  (mod.  10), 

ce  qui  n'est  pas. 

Les  modules  don!  on  se  seil  !.■  plii>  soment  dans  cette  sorte  de 
preuve  sont  les  modides  lo,  i).  el  ipielipii  lois  1  1.  Cela  tient  à  ce 
<|u  étant  clonné  nu  entier  (|uelc()ii(pie  on  trouve  lacileineiil  le  re>le 
de  la  division  de  cet  entier  [)ar  l'un  de  ces  module^  n""  91  et  92). 
Soit  la  division  suivante 

io()2/|i  I  91  2 
I  ."ioi'i        116 
5921 

équivalente  à  l'égalité  entière  : 

m)  lotia'ii    =(912  X   ii6)  +  /i49. 

lille  donne  les  conyruences  : 

I  ^  (2  X  6)  -h  9  (mod.  10) 

5  =  (3  X  8)  +  8  (mod.  !)) 

—  8=  (—  r)  (f))  -h  9       (mod.  11). 

(À'S  trois  congruences  se    vérifient.    La  seule  conclusion  rigou- 
reuse qu'on  en  puisse  tirer  (')  est  d'ailleurs  (pie  les  deux  membres 

(')  En  aiiiiiellant,  h\cn  enUmlii,  iiu'oii  ne  ïc  trompe  [las  dans  la   preuve. 


(J.VLCUL    A     IN     MODULE    l'BliS 


4o3 


de  l'égalité  (i      oui    une    dillcieiicc    con;,'tiie   à   zéro   (mud.    lo, 
inod.  [}  et  niod.  1 1).  c'psl-à-dire  divisible  par  j)f)o. 

416.  — Dans  le  calciii  (nioil.  m)  il  n'y  a  que  m  entiers   par 

exemple  ii.   i,  y,  ...m  —  i.  ()ri  peut  eneore  prenilic  [)ûur  ces  m 

,  .  .  III       m     . 

cnlier.s  laiis  les  cnlicrs  loniprix  cnlrc  - —  -   cl      .11  ni    est  iniiniir, 

tous  ccux-la  et  en  jHus  ,    si  ni  est  ijnir. 
Voici  la  table  d'addition  (mod.  7). 


—  2 

0 

i 

3 

I 
0 

i 

—  1 

0 

2 

-3 
— 0 

1 
« 

i 
-3 

1 

—  i 
— 2 

0 

•i 

1 

— g 
— 1 

0 

I 

'> 

—  1 
0 

T 

^ 

-i 

0 

— -i 
— '2 
—1 

Pour  trouver  la  somme  de  dcu\  entiers  (mod.  -)  avec  cette 
taille,  il  laul  clierelier  l'un  tics  entiers  diins  la  [ircmière  ligne, 
l'autre  dans  la  preniièrc  colonne,  et  prendre  l'entier  (|ui  se  trouve 
à  rintorseclio[i  de  la  colonne  du  premier  et  de  la  ligne  du  secoutl. 

Voici  de  même  la  table  de  multiplication  (mod.  7). 


—3 

— 2 

—  1 

1 
0 

—  1 

0 
0 

0 

I 
-3 

0 

1 
0 

'2 

3 

2 

3 

3 

I 
-3 

tl 

3 

—  1 
2 

—  3 

—  2 

a 

—  I 

—  I 

2 
0 

—  1 
0 

3 

0 

-. 

—  2 
0 
2 

1 

3 

0 
0 

2 

1 
-  2 

-3 

3 

I 

-3 

0 

'lO'i  TiiiiiniE  m:s  nomiuves 

417.  Division  suivant  un  module.  —  Exisle-t-il  de  même  une 

division  1  inod.   m);   c'csl-à-dirc  clant  donnés   dcii\   entiers  <i,  h, 
j)cul-on  liouvcr  un  entier  '/  tel  que 

a  ^  /«/  (inoil.  m). 

Celte  question  n'est  autre  que  celle  du  n"  829  (les  rôles  des 
lettres  a,  h,  étant  pcrniulés.  et  la  lettre  ij  rcniplaranl  la  lettre  x). 

On  voit  donc  (jue  le  problème  n'est  résuluitlc  (jik'  si  I)  h,  m) 
tlivise  '/,  et  ([u'il  ,1  1)(6,  ;//)  solutions.  Il  en  résulte  que  l'analogie 
avec  la  division  ordinaire  ne  so  vérilic  pas  en  général,  et  qu'une 
théorie  du  calcul  (inod.  m),  analogue  au  calcul  ordinaire,  se 
trouve  arrêtée  là. 

Mais  il  en  est  autrement  si  le  iwnhde  csl  premier  et  c'est  ce  (|ue 
nous  supposerons  à  partir  de  maintenant.  Nous  appellerons  p  ce 
module.  Dans  ce  cas  D(li,  p)  1  sauf  si  h  est  divisible  [lar /», 
c'est-à-dire  si  b  ^^  o  (mod.  p).  On  \iiil  aiuis  que 

Si  t  Ej;  O  (mod.  p)  il  y  <i  un  entier  el  un  scid  <[,  salisfaisunl  à  lu 
condition  a  ^  ic/. 

Si  b  ^  o  el  a  ^  ij  il  n'y  a  pas  d'entier  (/  satisfaisant  à  celte 
condition. 

Si  b  ^  a  ^  o  loid  entier  ij  sati.'ij'nit  îi  la  condition. 

Ces  résultats  sont  absolument  analogues  à  ceux  du  calcul  ordi- 
naire (').  On  [leut  à  piéseul  parler  du   rapporl  (mod.  //),  de  i]vu\ 

nombres  a  et  b,  el  le  noter  par  r- 
.\insi  on  a  (mod.  7). 

3       „ 

D'ailleurs  cette  division  jouit  des  propriétés  londiiineiilali-  de  la 
division  ordinaire,  c'est-à-dire  que  : 

/:,'«   multipliant  le  numérateur  ou  en   dicisant  le  dénominateur 


(')  Non  pas  coiiiinc  nous  l'a\ons  clt'jà  illl  tlu  calcul  ^u^  les  entiers,  car  dans 
ce  cas  la  division  n'est  pas  toujours  possible,  mais  du  calcul  sur  tous  les 
nombres. 


CALCIL    A     L'.N     MODULE    rUl:i- 


/io.» 


'/'((/(  niiiiiorl  jutr  un  fadeur,  ce  rupporl  est  luidliitliê  par  ce  fac- 
teur. 

En  (lirisant  le  numérateur  ou  en  muttipliant  le  diviseur  d'un 
rapport  pur  un  Jacteur,  ce  rapport  est  dirisé  par  ce  facteur. 

En  nudlipUant  ou  en  divisant  le  nunicrateur  et  le  diviseur  d'un 
rapport  par  un  mcnie  facteur,  ce  rapport  ne  clianr/e  pas,  etc. 

Ces  lliéorèines  se  déinontreiil  facilement. 

418.  —  l  n  autre  tliéorèmc  fondamental  dans  le  calcul  ordinaire 
est  le  suivant  : 

Pour  fju  un  produit  de  Jacleurs  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  tju'un 
facteur  soil  nul. 

Ce  lliéorèinc  n'a  pas  d'analogue  dans  le  calcul  (mot!,  m)  en 
général.  En  ell'et  un  produit  de  facteurs  peut  être  divisible  par  un 
module  m  sans  qu'aucun  facteur  le  soit.  Par  exemple  le  ]>roil\iit 
9  X  20  est  divisible  par  12,  sans  qu'aucun  des  deux  facteurs  le 
soit. 

Mais  su|)[)osons  que  le  module  soit  un  nombre  premier /k  Alors 
il  est  parfaitement  exact  de  dire  que  [lour  (junn  produit  de  fac- 
teurs soit  ^  o  (ntod.  p),  il  faut  et  il  suffit  iju  un  facteur  le  soit. 

419.  —  On  |)out  donc,  lorscpi'on  s'en  lient  aux  opération^ 
ratiiiniiclles  et  aux  modules  [)remiers.  fonder  un  calcul  complète- 
ment analogue  au  calcul  ordinaire. 

Ainsi  la  règle  de  Cramer  (n"  iGô)  s'applique  à  la  résolution  d'un 
système  de  n  congruenccs  linéaires  à  n  inconnues,  à  module  [)re- 
mier.  Soit,  par  exemple,  le  système 


3.T  4-j  -1-3:^  — 
3.r  -^  j  —  2  =  I 
3x  -h  y  -h  :  ^  3 


I 


(mod.  7). 


On  trouve  facilement  le  déterminant  du  système. 


2 

I 

3 

;•; 

I 

—  1 

2 

1 

I 

'lOfi 
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et 


X  ^ 


y^- 


— I 
I 
•i. 


•i 

a 

—  1     :\ 

3 

2 

1        1 

2 

A 

l  — I 

3 

l      I 

a 

1         2 

=  3 


smilc  hiilulidii  (lu  svslùtiu^ 

De  iiicinc  les  résiillals  ciiotirés  aii\  ii""  i(i(i  et  1(17.  ly.S.  uSu, 
iNi.  iS'),  i,S,j.  On  ||(iii\(.  aillai  <lcs  résultais  ijudii  peut  aussi 
retrouver  cuniiue  cas  |iarliciiliers  dus  lliéurciiics  des  ii'~  .'loi!  à  .'53S 
[par  exuiiiiilc  :  la  coni/niriirc 

'(|.j-|  -\-  (i..r.    I     ...  -t-  f7„,r„  ^^  l  (inod.  /); 

(III  II,  II'  ...  Il,,  ne  siiiil  plis  Inii.s  ^^  o  [nwil.  /)),  c.tl  i)ii.s.sil)li-  cl  a 
ji"  '  .sy.\/rmi:s  ilc  snlnliuiis.  Si  ih  ^^  Ui^  ...  ^  a,,  ^^  n  cl  /  ^  o 
In  conrjruenrc  csl  impo.i.sili/r.  Si  «i  ^  «2  ^  ...  ^  «„  ^  /  ^  o  la 
ri>iii/nicnce  csl  imlclermincc. 

Va\\'\i\  la  tlu'oiic  des  sulistilutions  el  celle  des  l'orines  linéaires 
et  des  formes  i)iliiuaiies  (iiiod. //),  est  alisoiuuient  seiulilahle  à  la 
théorie  aljji'i)riijue.  Par  exemple,  toute  .substitution  a  sou  inverse, 
sauf  celles  dont  le  déterminant  ee  o  (niod.  /;). 

Deux  formes  linéaires  non  identiquement  ^^  o  (inod.  /o  Muit 
éi|iii\,ileMles.  11  cp  est  de  même  de  deux  systèmes  de  /•  loriues 
iiidi-pendanles  (mod.  /.■). 

I)  ailleurs,  la  condilion  |niui(|ue  des  lornies  linéaires  soient  indi'- 
[jcndantcs  (mod.  //)  est  ahsolunienl  analogue  à  celle  donnée  au 
11°  u53,  etc. 
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